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4 Uber das Anpassungsproblem beim Ring- 
x und Doppelgegentaktmodulator mit Filterabschlu8 auf beiden Seiten 
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(A.B.U. 15 [1961], 1—17; eingegangen am 10. Oktober 1960) 


Herrn Professor Dr. Dr.-Ing. E. h. Richard Feldtkeller zum 60. Geburtstag gewidmet. 
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Schaltet man zwei Filter iiber einen Ring- oder Doppelgegentaktmodulator zusammen, so 
treten Dampfungsverzerrungen auf, die dadurch bedingt sind, daB die Filter auf einer Seite mit 
dem komplexen Eingangswiderstand des Modulators mit nachgeschaltetem zweitem Filter ab- 
geschlossen sind. Dieser Modulator-Eingangswiderstand la8t sich relativ einfach berechnen, wenn 
entweder die Modulator-Eingangsspannung oder der Modulator-Eingangsstrom sinusférmig oder 
wenn der Innenwiderstand der Quelle reell ist. Die Eingangsspannung ist annahernd sinusformig, 
§ wenn der Scheinwiderstand des vorausgehenden Filters auf der Modulatorseite [1-Charakteristik, 
. der Eingangsstrom ist sinusférmig, wenn dieser Filter-Scheinwiderstand T-Charakteristik hat. 

j Um Dampfungsverzerrungen zwischen Modulatoreingang und Ausgang des zweiten Filters zu 
9 vermeiden, mu8 man das Ubersetzungsverhaltnis des Ausgangsiibertragers des Modulators so be- 
: messen, daf} das zweite Filter bei sinusformiger Hingangsspannung an den Ausgangs-KurzschluB- 

widerstand und bei sinusférmigem Eingangsstrom an den Ausgangs-Leerlaufwiderstand des 
; Modulators angepaBt ist. Ist der Ausgangsiibertrager nach dieser Vorschrift bemessen, so ist — 
} wenn ein [|-Filter am Eingang des Modulators mit einem I]-Filter am Ausgang oder ein T-Filter 
am Hingang mit einem T-Filter am Ausgang kombiniert wird — der Modulator-Hingangswider- 
stand im DurchlaBbereich des ersten Filters annaihernd reell und frequenzunabhangig, so daB 
praktisch keine Dampfungsverzerrungen durch falschen Abschlu8 des ersten Filters auftreten. 
Die Kombination von T- und II -Filter ist in dieser Hinsicht weniger giinstig, hat aber den Vorzug, 
daB der frequenzunabhingige Anteil der Modulator-Dampfung geringer ist. 

An einem Beispiel wird das Anpassungsverfahren erprobt. Die Ubereinstimmung zwischen ge- 
messenen und theoretisch ermittelten Widerstands- und Dampfungswerten ist gut. 


An interconnection of two filters via a ring-type or double-pushpull modulator gives rise to 
attenuation distortion, since the filters are terminated at one end by the complex input impedance 
of the modulator which in turn is terminated by the other filter. This modulator input impedance 
can be calculated relatively simply, if either the modulator input voltage or the modulator input 
current is sinusoidal or the source impedance is resistive. The input voltage is approximately 
sinusoidal, if the impedance of the preceding filter has a I]-characteristic at the modulator end, 
and the input current is sinusoidal, if this filter input impedance has a T-characteristic. 

To avoid attenuation distortion between modulator input and output of the second filter, the 
turns ratio of the output transformer of the modulator must be so proportioned that, with a 
sinusoidal input voltage, the second filter is matched to the short-circuit output impedance of 
the modulator, and that, with a sinusoidal input current, it is matched to the open-circuit output 
impedance of the modulator. If the output transformer is proportioned according to this rule and 
a II-(T-)filter at the input of the modulator is combined with a II-(T-)filter at the output, the 
modulator input impedance is approximately resistive and frequency-independent within the pass 
band of the first filter so that practically no attenuation distortion is introduced by imperfect 
termination of the first filter. A combination of a T-filter and a IJ-filter is less favorable in this 
respect, but offers the advantage of a smaller frequency-independent portion of the modulator 
attenuation. 

This impedance-matching method is evaluated by reference to an example. The agreement 
between measured and calculated impedance and attenuation values is good. 


TE OREN et LTLEAD 


1. Hinleitung deten Frequenzumsetzerschaltungen. Ihre Wir- 


In den modernen Nachrichteniibertragungssyste- kungsweise und die daraus resultierenden Ubertra- 
men sind Ring- und Doppelgegentaktmodulator, die gungseigenschaften waren daher schon Gegenstand 
in Bild 1 dargestellt sind, die am haufigsten verwen- mehrerer Abhandlungen ([1]—[4]). Dennoch konnte 
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bisher nicht befriedigend geklart werden, wie man 
einen Modulator, der zwischen zwei Filtern betrie- 
ben werden soll, an diese Filter anpassen mu8, um 
einen méglichst giinstigen Frequenzgang und mog- 
lichst geringe Dampfung zu erzielen. Diese Fragen 
sollen in den folgenden Abschnitten diskutiert 
werden. 


Ug 


Bild 1. Ringmodulator (oben) und Doppelgegentaktmodu- 
lator (unten). 


Bild 2. Zusammenschaltung zweier Filter titber einen Modu- 
lator. 


Wir legen unseren Uberlegungen die im Bild 2 ge- 
zeigte Schaltung zugrunde. Kine Senderurspannung 
ug mit der Kreisfrequenz m wird iiber den reellen 
Sender-Innenwiderstand Rg dem Filter Fy zuge- 
fihrt, das am Ausgang mit einer der in Bild 1 ge- 
zeigten Modulatorschaltungen abgeschlossen ist. Im 
Modulator wird das Signal mit Hilfe der Trager- 
spannung uo, deren Kreisfrequenz Q sei, in die Fre- 
quenzlagen 2 + wm und 22 — w verschoben. Das am 
Modulatorausgang angeschlossene Filter F2 lat ent- 
weder nur Schwingungen mit der Frequenz 2 + w 
oder nur Schwingungen mit der Frequenz 2 — w 
zum Empfangerwiderstand Ry gelangen. Alle an- 
deren Modulationsprodukte werden stark unter- 
driickt (EKinseitenbandmodulation). Wir fragen in 
erster Linie nach dem Frequenzgang der Betriebs- 
dampfung tiber die ganze Anordnung hinweg und in 
zweiter Linie nach dem frequenzunabhangigen An- 
teil dieser Betriebsdimpfung. Der Frequenzgang 
hangt entscheidend von den Widerstaénden ab, mit 
denen die Filter abgeschlossen sind. Denn nur wenn 
diese Abschlufiwidersténde einen ganz bestimmten 
reellen Wert haben, arbeiten die Filter so, wie es bei 
der Berechnung vorausgesetzt wurde. Abweichun- 
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gen der Abschlu8widerstiinde vom Sollwert ver- . 
ursachen Dampfungsverzerrungen. Diese storen — 


namentlich im DurchlaBbereich der Filter sehr. In 
unserer Schaltung ist aber jedes der Filter auf 
einer Seite an den Modulator angeschlossen, der 


seinerseits wieder mit dem komplexen Eingangs- | 
widerstand des anderen Filters abgeschlossen ist. Es — 


soll untersucht werden, durch welche MaBnahmen 
man unter diesen Umstéinden die Dampfungsver- 
zerrungen geniigend klein halten kann. Dabei be- 
schranken wir uns im wesentlichen auf den Durch- 
laBbereich. Die Sperrdimpfung der Filter ist gegen 
falschen Abschlu8 weniger empfindlich. 

Fiir diese Betrachtungen spielt der Eingangs- 
scheinwiderstand eines Modulators, der mit einem 
komplexen Widerstand abgeschlossen ist, eine ent- 
scheidende Rolle. Wir wollen ihm deshalb den fol- 
genden Abschnitt widmen und erst dann das eigent- 
liche Anpassungsproblem behandeln. Dabei wird 
stets vom Ringmodulator die Rede sein. Fir den 
Doppelgegentaktmodulator gelten aber genau die 
gleichen Uberlegungen, denn er unterscheidet sich 
ja vom Ringmodulator nur durch die Art der 
Tragerzufiihrung und damit durch die Trager- 
spannung an den Dioden. 


2. Der Eingangsscheinwiderstand 
des Ringmodulators 


Unter dem Eingangsscheinwiderstand des Ring- 
modulators bei der Frequenz @ wollen wir die 
komplexe GroBe Wi, = U1./lio verstehen, wobei 
U,.. die Wechselspannungskomponente mit der 
Frequenz m am Modulatoreingang und J;,, die 
Komponente mit der Frequenz @ des Eingangs- 
stromes ist. Entsprechend definieren wir als Ein- 
gangsleitwert den Kehrwert von W,,,, nadmlich Y;, 
= I;,,/U,.. Da®B wir den Eingangswiderstand so 
definieren, ist keineswegs selbstverstandlich. Denn 
der Begriff des Widerstandes stammt aus der Theo- 
rie der linearen Schaltungen. Er ist dort sinnvoll, 
weil das Verhaltnis U;/Z; an einem Klemmenpaar 
eine GréBe ist, die eindeutig nur von dem an- 
geschlossenen Netzwerk abhangt, aber nicht von 
den Eigenschaften der Quelle, die die Spannung U; 
und den Strom J; hervorruft. In einer nicht- 
linearen Schaltung hingegen, wie sie der Modula- 
tor darstellt, ruft eine Spannung Uj, an den Hin- 
gangsklemmen nicht nur einen Strom J,,. hervor, 
sondern auch noch Stréme anderer Frequenzen. Die 
GréBe dieser Str6me hangt aber unter anderem da- 
von ab, welchen Widerstand die Quelle fiir sie dar- 
stellt. Diese Strome kénnen nun ihrerseits im Mo- 
dulator wieder in die Frequenzlage @ umgesetzt 
werden, also einen Beitrag zu J,,, liefern, so daB 
das Verhaltnis U,,/J;,. nicht nur von den Higen- 
schaften des Modulators abhangt, sondern auch vom 
Innenwiderstand der Quelle fiir die Frequenzen, bei 
denen Komponenten durch die Nichtlinearitat des 
Modulators entstehen. Dennoch wollen wir an dem 
eingangs definierten Widerstandsbegriff festhalten, 
denn Uj,,/1,. ist offenbar die Gré8e, die fiir den 
richtigen Abschlu8 eines vor den Modulator ge- 
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schalteten Filters verantwortlich ist. Es kommt fiir 
die Arbeitsweise des Filters darauf an, daB an sei- 
nem Ausgang die Spannungskomponente und die 
Stromkomponente mit der Frequenz w zueinander 
in dem Verhaltnis stehen, in dem sie stehen wurden, 
wenn das Filter mit dem linearen Widerstand ab- 
geschlossen wire, der bei der Berechnung voraus- 


 gesetzt wurde. 


Um den Eingangs- 
scheinwiderstand des in 
Bild 1 oben dargestellten 
Ringmodulators berech- 
nen zu k6énnen, wollen 
wir zunachst kurz auf 
dessen Wirkungsweise 
eingehen. Wir nahern 
zuerst die Kennlinien 
der Dioden D; bis D4 
durch die in Bild 3 
gezeigte Knickkennlinie 
an. Wir nehmen also an, jede Diode habe einen 
kleinen reellen Widerstand, den Durchlafwider- 
stand Rp, wenn man an sie eine positive Span- 
nung anlegt, und einen groBen reellen Wider- 
stand, den Sperrwiderstand Rsgp, wenn man eine 
negative Spannung anlegt. Weiter setzen wir vor- 
aus, die Signalspannung an den Dioden sei sehr 
klein gegeniiber der Amplitude der Tragerspannung. 
Ferner seien die Ubertrager exakt symmetrisch, so 
da die Tragerstrome keinen magnetischen FluB 
erzeugen. Unter diesen Voraussetzungen besitzen 
wahrend einer Halbwelle der Tragerspannung die 
Dioden D, und Dg (Bild 1) den Widerstand Rp und 
die Dioden D3 und D4 den Widerstand Rsp. Wah- 
rend der anderen Halbwelle hingegen ist der Wider- 
stand von D3 und Dy, gleich Rp und der von D, und 
De gleich Rgp. Das heiBt aber, daB beziiglich der 
Ubertragungseigenschaften zwischen den Klemmen 
1, 2 und 3, 4 fiir das Signal wahrend der einen 
Tragerhalbwelle das in Bild 4a dargestellte Ersatz- 
schaltbild gilt und wahrend der anderen Halbwelle 
das in Bild 4b dargestellte. Diese beiden Schaltun- 
gen lassen sich zu einer einzigen vereinigen, wenn 
man einen gesteuerten Schalter S einfiihrt, wie 
Bild 5 zeigt. Der Schalter S wird von der Trager- 


Bild 3. Annaherung der Dio- 
denkennlinien. 


4 Ro 3 


O- 

©) 2 

Bild 4. Ersatzschaltbilder wahrend je einer Tragerhalb- 
welle. 
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\ Ry 3 
(a —O: :0) 
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Rp 
2 =I =e © 
tue Ro 4 
Bild 5. Ersatzschaltbild fiir beide Tragerhalbwellen. 


spannung mit der Frequenz 2 so gesteuert, daB er 
nach jeder Halbwelle umpolt. Man iiberzeugt sich 
leicht, dai der oberen Stellung die Schaltung nach 
Bild 4a und der unteren Stellung die Schaltung nach 
Bild 4b entspricht. SchlieBlich wollen wir noch von 
den Ubertragern freikommen. Wir rechnen sie den 
an die Hingangs- und Ausgangsklemmen ange- 
schlossenen Netzwerken zu und betrachten als 
eigentlichen Modulator nur das Gebilde zwischen 
den Klemmenpaaren 1, 2 und 3, 4. An die Eingangs- 
klemmen 1, 2 schlieBen wir einen Sender mit der 
Urspannung uo und dem Innenwiderstand R, an 
und an die Ausgangsklemmen 3, 4 den AbschluB- 
widerstand A» und kommen damit endgiiltig zu dem 
Modulator-Ersatzschaltbild nach Bild 6, mit dessen 
Hilfe wir nun den Eingangswiderstand bzw. -leit- 
wert an den Klemmen 1, 2 berechnen wollen. 


Bw 
on 

| [2 Ro 
- 
4 


Bild 6. Ersatzschaltbild fiir den Ringmodulator mit Ab- 
schlissen. 


Die Spannung wo habe die Frequenz w. Dann ent- 
steht auch an den Modulator-Hingangsklemmen 1, 2 
eine Spannung w;,, mit der Frequenz w, und es 
flieBt ein Modulator-Hingangsstrom 7,,, ebenfalls 
mit der Frequenz w. Neben dieser Spannung und 
diesem Strom sind aber, wie schon angefiihrt, in- 
folge der Nichtlinearitat des Modulators im Kin- 
gangskreis im allgemeinen noch Spannungen und 
Stréme anderer Frequenzen vorhanden, deren Be- 
trag und Phase auch vom Widerstand A; abhangen 
und die ebenfalls infolge der Nichtlinearitat w1,, 
und 71, beeinflussen. 

Diese Tatsache bringt es mit sich, daB die Be- 
rechnung des Eingangswiderstandes fiir beliebig 
komplexe Widerstande R; und Ry auBerordentlich 
umstandlich ist. Das Ergebnis einer solchen Rech- 
nung ware sehr uniibersichtlich und fiir die Verwen- 
dung in der Praxis véllig ungeeignet. Darum wollen 
wir uns darauf beschranken, den Kingangswider- 
stand nur fiir drei spezielle Werte von R; zu berech- 
nen. Wir werden dabei zu sehr anschaulichen und 
iibersichtlichen Formeln kommen, die fiir viele 
praktisch vorkommende Falle den Eingangswider- 
stand mit geniigender Genauigkeit zu bestimmen 
gestatten. Die drei Spezialfalle sind 
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0 fiir alle Frequenzen auBer w, 
R, = }o fiir alle Frequenzen auBer o, 
R,, d. h. reell und frequenzunabhangig. 


Wir nehmen zuerst an, Rj sei bei allen Frequen- 
zen auBer w gleich Null. Unter dieser Voraussetzung 
kann an R, nur eine Spannung der Frequenz w auf- 
treten. Da auch die Urspannung uo nur die Frequenz 
@ enthalt, ist nach der Maschenregel die Modulator- 
eingangsspannung wu; ebenfalls sinusformig mit der 
Frequenz w, und es gilt 


Fae 
uy = 418 wt. 


Diese Spannung wird, im Rhythmus der Trager- 
frequenz 2 dauernd umgepolt, an die Klemmen 1’, 
2’ der in Bild 6 gezeigten Schaltung gelegt, so daB 
an diesen Klemmen eine Spannung mit dem in 
Bild 7 dargestellten zeitlichen Verlauf liegt. Es ist 
die Spannung w; multipliziert mit der in Bild 8 dar- 


Bild 8. Zeitlicher Verlauf der Umpolfunktion Fy. 


gestellten Umpolfunktion Fy, die wahrend einer 
Halbperiode des Tragers den Wert + 1 und wahrend 
der folgenden den Wert —1 hat. Entwickelt man 
sie in eine Fourier-Reihe, so erhalt man 

Aare 


Fy = — pe AE € 
OT fo 2n +1 


sin(2n + 1) Q2¢, 


wobei n alle ganzen Zahlenwerte von 0 bis + oo 
durchlauft. Damit wird 


uy =mFy = 
sin(2n +1) Qt 


(n ganze Zahl) 


Tnzo2n+ 1 


oder umgeformt 


9 Se 1 


eo ai, (1 
- {cos [(2m + 1) 2 — w]t — cos[(2n + 1) Q+ wt} 
(n ganze Zahl). 


Gl. (1) zeigt, daB an den Klemmen 1’, 2’ eine 
Summe unendlich vieler Spannungen, liegt, die die 


Rds Asem rie NC Mr Ree ra Wa edi, Sa ee se bY ot 
ae” Bok PD ea " Py a Sena sy si + ae what | ‘ej ) 
ot H¢. 


Wel 


Us (2041) Qew 


U4 (2n+1)2-w 


Bild 9. Ersatzschaltbild fiir den rechts von den Klem- 
men. 1/2’ liegenden Teil der Schaltung nach Bild 6 
bei sinusférmiger Spannung 21. 


Frequenzen 2 + w, 32 + w, 52 + w usw. haben 


und deren Amplitude mit wachsender Frequenz, 
namlich proportional 1/(2” + 1), abnimmt. Auf 
Grund dieser Erkenntnis kann man fiir den Teil der 
Schaltung rechts von den Klemmen 1’, 2’ das Er- 
satzschaltbild nach Bild 9 angeben. Mit seiner Hilfe 
lat sich der itber die Klemme I’ flieBende Strom 7; 
bestimmen. Denn da die gesamte Schaltung linear 
ist, erzeugt jede Teilspannung an den Klemmen 
1’, 2’ nur einen Teilstrom mit ihrer eigenen Fre- 
quenz, und diese Teilstr6me iiberlagern sich unge- 
stért zum Gesamtstrom 7}. Ein solcher Teilstrom 
errechnet sich nach dem Ohmschen Gesetz aus der 
erzeugenden Teilspannung und dem Leitwert G an 
den Klemmen 1’, 2’ fiir die betreffende Frequenz. 
Der Betrag des Teilstromes 74(2,+1)9-» mit der 
Frequenz (2 + 1) 2 —qo ist demnach gleich dem 
Produkt Betrag der erzeugenden Teilspannung 
mal Betrag des Leitwertes G bei der Frequenz 
(2n+1)2—o. AuBerdem eilt der Teilstrom der er- 
zeugenden Spannung um den Phasenwinkel von @ 
bei der Frequenz (27+ 1) 2— vor. Bezeichnet man 
den Betrag von G bei der Frequenz (2n-+1)2—o 
mit |Gn+1)e-0| und den Phasenwinkel mit 
P2n+1)2—- und schreibt gemaB Gl. (1) fiir die Teil- 
spannung mit dieser Frequenz 


a A 
i eee 
t  2n-— 1 


cos [(2n + 1) 2 — alt, 


U1 (2n+1) 2-0 = 


so ist der zugehorige Teilstrom 


c 
ch Ren 


ii(on+1) 9-0 = —uy ———— |G axals 
o = perenne N+1)Q a 


* COS {[(2n + 1)2—o]t+ P2n+1) 2-0} . 


Ganz entsprechend erhalt man fiir einen Teilstrom 
mit der Frequenz (2n +1)Q+ @ mit 


A 


, 1 
Ui1(2 Oo = 05 
1(2n41) 2+ Sul, rea cos[(27 +1) Q+ wlt 
(vgl. Gl. (1)): 
¥y Pa: 1 
“U(2n+1)Q2+o0 = — a Oho, eT IGen+pa+roel ‘ 


* COS {[(2n + 1Q aL ao|lt + PAntpa+o}- 
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ee oe ee, ee 


eee 3 f 
tt eet yd ae 2 q 
FB ‘berlagert man sadmtliche Teilstréme, die sich 


’ 
re (ore) 


ge Ooee 1 
ae = = Uy pa on cE 1 {|Gen+10—0|cos {[(2% + 1)Q == w|t ++ P(an+1)@—w} — 


Tw 


Beer — Gen+1y2+0| cos {[(2n + 1) 2 + w]t + gens yore}! - 


Nun brauchen wir nur noch aus i; 


mm Ye f s \ 
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as el ‘ . ergeben, wenn man » alle ganzen Zahl 
0 bis oe durchlaufen 1i8t, so erhalt man fiir den Gesamtstrom 7, die unendliche Stine eis 


(2) 


den iiber die Klemme 1 flieB8enden, Hingangsstrom 7, zu bestim- 


“men. Hierzu betrachten wir wieder das Ersatzschaltbild nach Bild 6. Wir entnehmen daraus, daB wih- 


rend der Tragerhalbwelle, in der der Schalter San den oberen Kontakten anliegt, 4; = + 7; ist, wah- 
_ rend der Tragerhalbwelle, in der S an den unteren Kontakten anliegt, ist i, = — i{. Es ist also zu der 
Zeit, zu der uw, = uj ist, auch i, — 7, und zu der Zeit, zu der uy = — @, ist, auch 4, = — 4;. Man 


-erhalt darum 7; aus i;, wenn man i; mit der gleichen Umpolfunktion multipliziert, mit der wir vorher 4 


he 


_ wobei jetzt m jeden ganzen Zahlenwert annehmen kann, so wie in der ersten Umpolfunktion n. Setzt 
_ man nun in den Ausdruck fiir i; die Formel (2) fiir i; ein, so erhalt man 


D co 


1 
TT i 


7: |Gen+1pe+e| cos {[(2 + 1) 2+ w]t+ Pon+y2+0}} 


oder nach Umformung 


: 4° 1 1 
Je Gn et eras pra 


{ IGen+1)2-a| sin {[2 (m +n - AE) 


-multiplizierten, um wu; zu erhalten. Damit wird nun 
eri! , oF Me, 
{ :  & 1 , 
: y= > ———— + 
Bee. 1 rane ae j Sin (2m Ne a 


1 ‘ . 
2, 2n+1 {[@een+12—0| 008 {[(2m + 1)Q— et + Yonss)2-0} — 


4 co 
T maozm+i1 


(m,n ganze Zahlen) 


sin(2m-+ 1)Q¢ 


wlt+ Pan+1)2-0} — 


— |@en+1)2—a| sin {[2(n — m) Q — w]t + ven+19-0} — (3) 
. — |@en+12+o| sin {[2(m+n+1)2+ ot + genstynarot + 


+ |Gen+n2+0| sin {[2(n — m)Q+ ot + Gensna+o}}- 


Damit ist der Eingangsstrom 7; bestimmt, der 
nun endgiiltig den Eingangsleitwert liefern soll. 
Setzt man in die Gl. (3) alle positiven ganzen 


- Zahlen fiir m und n nacheinander ein, so erkennt 


man, daB der Strom 7, aus Teilstr6men mit den Fre- 
quenzen w, 22 + w,42 + ow usw. besteht und dah 
jeder dieser Str6me vom Leitwert an den Klem- 
men 1’, 2’ bei allen im Ausgangskreis vorkommen- 
den Frequenzen, also bei Q + w,32+0,52+.0 
usw., abhangt. Fiir die Berechnung des Hingangs- 
leitwertes brauchen wir aber nicht alle Teilstréme 
zu berechnen, sondern nur die Komponente mit der 
Frequenz w. Wir miissen dazu zunachst priifen, bei 
welchen Werten von m und n die vier Summanden, 
aus denen die Gl. (3) besteht, Anteile mit der Fre- 
quenz w liefern. Man erkennt sofort, daB der erste 
und dritte Summand bei keinem Wertepaar von m 
und n die Frequenz w annehmen kann. Beitrage mit 
dieser Frequenz liefern nur der zweite und vierte 
Summand, namlich dann, wenn m = n ist. Man er- 
halt somit 


: 4.0 1 
o= sa 2, Ont Ip 
hace Gen+2-0| sin[— wt + Qent12-0] + 
aha IGentnato| sinfwt + gentnar+ol} 


oder wegen — sin(— wt + y) = sin(wt — ¢): 


~ 2 1 4 Qn+1e (4) 
-{|Gen+pe-o| sin[wt — Yentpe—o] + 
+ |Gen+ne+o| sinfot+ vensye+rol}. 


Diese Formel enthalt das Bildungsgesetz des Ein- 
gangsleitwertes des Modulators. Wir wollen iiber- 
legen, was sie physikalisch aussagt. Wir lassen dazu 
n jeden ganzen Zahlenwert annehmen und betrach- 
ten, welche Stréme sich ergeben. Im Fall n = 0 
liefert der zweite Summand einen Teilstrom 


} rides 
’2(n=0) = 41s |Go+|sin(@t + ga+o)- 


4 
Dieser Strom ist dem Betrage nach —, |Go+|-mal 
T 


so groB wie die Kingangsspannung w, und eilt dieser 
um den Phasenwinkel go+., also um den Phasen- 
winkel von Gog; vor. Genau der gleiche Strom 
wirde sich einstellen, wenn man die Spannungs- 
quelle mit der Spannung uw; mit dem Leitwert 
a Ga+. belasten wiirde, wie es Bild 10 zeigt. Ganz 
ays 

entsprechend liefert bei n = 0 der erste Summand 
einen Teilstrom 


nee : 
hin =0) = 41 a |Go—0| sin (@t — ~a—a)- 


ae 


wy 
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4 
Er ist dem Betrage nach 72 |Go—o|-mal so groB 


wie die Kingangsspannung 21, eilt aber nun dieser 
Spannung um den Phasenwinkel poo, also um 
den Phasenwinkel von @Go—,, nach. Dieser Strom 
wiirde sich einstellen, wenn man eine Spannungs- 
quelle mit der Spannung wu; mit dem konjugiert 


4 ; : 
komplexen Leitwert zu Nee Go», den wir mit 
Tv 


4 ; 
— @_. bezeichnen wollen, belasten wirde. Weiter 


2 
a ermittelt man auf dem 
gleichen Wege, da sich 
fiir n = 1 ein Teilstrom 
119 = 1) ergibt, der 


L42 (n=O), 


ul© 


we 
| x? Gov 


a5 * |G@s0+u/|-mal so 
eroB ist wie uw, und 
dieser Spannung um 
denWinkel g304. Vvor- 
eilt und ein Teilstrom 


Bild 10. Belastung der Span- 
nung wu, durch den 
Strom %2(n=0)- 


: 4a aL ; : 
tu(n=1), der —° ry |@30—»|-mal so groB ist wie 4 
T 


und dieser Spannung um den Winkel 3.2, nacheilt. 
Diese beiden Stroéme wiirden entstehen, wenn die 
dis I 
Spannung uw; mit den Leitwerten —- mye Oke 
a 
und Sart 9 G32-0 belastet ware. Setzt man diese 
i a 


Betrachtung fiir beliebige n fort, so findet man, da 
fiir den Eingangsleitwert Y,; des Modulators, der 
die Spannung w  belastet, das in Bild 11 dargestellte 
Ersatzschaltbild gilt. 


A.E.U. Band 15 
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wert Gion+1)@+ wird, wie Bild 9 zeigt, von der 

Spannung wv} (2n+1)a+0 gespeist, deren Amplitude 
2 

gemaB Gl. (1) um den Faktor a 


ea eek kleiner 


ist als die Spannung w1, an der der zugeh6rige Leit- 


wert in der Schaltung nach Bild 11 liegt. Da aber 
dieser Leitwert die gleiche Wirkleistung aufnehmen 
soll, die an den Klemmen 1’, 2’ an Gn+1) a+ ab- 
gegeben wird, muB der Leitwert im Ersatzschaltbild 


9 


um den Faktor (= . yea 


2 
kleiner sein als der 
Leitwertan 1772.2 

Ganz entsprechende Uberlegungen kann man fiir 
einen Leitwert im Ersatzschaltbild anstellen, der 
den EinfluB eines Leitwertes an 1’, 2’ bei der Fre- 
quenz (2 + 1)2— a, also bei einer unteren Seiten- 
frequenz, auf Y, darstellt. Der einzige Unterschied 
gegeniiber den oberen Seitenfrequenzen ist nur, das 
der Ersatzleitwert nicht proportional dem Leitwert 
an 1’, 2’ selbst ist, sondern proportional dem kon- 
jugiert komplexen Leitwert dazu. Der Proportionali- 
tatsfaktor ist der gleiche wie vorhin, auch die Wirk- 
leistungsbilanz laBt sich genau wie dort aufstellen, 
denn der konjugiert komplexe Leitwert G(2n +1) 0—w 
nimmt ja die gleiche Wirkleistung auf wie der ur- 
spriingliche Leitwert Gion+i1ya— an I’, 2’. 

Damit haben wir das Ersatzschaltbild fiir den 
Hingangsleitwert Yy., = 14.,/Ui. bei beliebig kom- 
plexem AbschluBwiderstand #2 des Modulators 
gewonnen und diskutiert fiir den Fall, daB der Innen- 
widerstand #, fiir die auBer w im Eingangskreis 
auftretenden Frequenzen gleich Null ist. Wir schrei- 


oO ee 
Nw, 

re aoe igs ped CS eae PMS hae 
be  GQ+u | IL Q-w | Teg G30+w| Ferg 232-0 | Fe? pea? LlaneQew | Fee Tanaa® Ll2n+t)2-w 
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Bild 11. Ersatzschaltbild fir den Modulator-Eingangsleitwert bei sinusférmiger Eingangsspannung. 


Der Leitwert Y; besteht also aus der Parallel- 
schaltung unendlich vieler komplexer Leitwerte. 
Jeder dieser Teilleitwerte reprasentiert den HinfluB 
des Scheinwiderstandes an den Klemmen 1’, 2’ bei 
einer der dort auftretenden Frequenzen auf den 
Eingangsleitwert Y;. Der Teilleitwert, der den Hin- 
fluB bei der Frequenz (2n + 1)2 +, also bei 
einer der oberen Seitenfrequenzen, darstellt, ist 
proportional dem Leitwert an 1’, 2’ bei dieser Fre- 
quenz. Dazu tritt als Proportionalitatsfaktor die 

2 2 
Zahl Gres . Dies 
t 2n-+1 
Wirkleistungsbilanz verstaéndlich, denn der Leit- 


ist auf Grund der 


ben zum SchluB noch die mathematische Forme! fiir 
Y,, an, die wir aus Bild 1] direkt ablesen kénnen. 
Sie lautet 


y 40 1 
oO 2 , C ee 
ie 7m n= (2n + 1)? (5) 


*(Gen+ra+o + Gentya-—e)- (nm ganze Zahl) 


In den folgenden Abschnitten werden wir von ihr 
Gebrauch machen. Vorher wollen wir aber noch die 
beiden anderen vorher erwahnten Fille betrachten. 

Der Innenwiderstand Ry habe nun fiir die auBer ~ 
im Kingangskreis auftretenden Frequenzen nicht 
mehr den Wert Null, sondern den Wert unendlich. 


4’ if Ro 


Ba. 4 3 
i : ry aa = SS (care) O- 
1 Qtu 1 Q-w 132+u bY4 3Q-wo bY (20 + Q+wh &4 (20 11Q-w 
ee 
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Bild 12. Ersatzschaltbild fiir den rechts von den Klemmen 1/2’ liegenden Teil 
der Schaltung nach Bild 6 bei sinusformigem Strom 7}. 
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~ Dann kann im Eingangskreis nur ein Strom mit der 


Frequenz w flieBen. Das heiSt, daB jetzt der Ein- 
gangsstrom 7) sinusférmig ist, so daB gilt 


41 = sin wt. 


Hinter dem Schalter S flie8t der Strom ij. Es 
ist der Strom 7 multipliziert mit der Umpolfunk- 
tion Fy. Fiihrt man diese Multiplikation aus, so er- 
halt man fiir 7; eine Formel, die genau so gebaut ist 
wie die Gl. (1) fiir vj. Es steht nur 7; an Stelle von w, 
und 7; an Stelle von w;. Das heiBt, daB nun iiber die 
Klemme 1’ eine unendliche Summe von Strémen 
flieBt, die die Frequenzen 2 + w, 32 + w usw. 
haben und deren Amplitude mit wachsender Fre- 
quenz abnimmt. Genau wie im zuerst behandelten 
Fall kann man fiir den Teil der Schaltung rechts von 
den Klemmen 1’ 2’ ein Ersatzschaltbild zeichnen. Es 
ist in Bild 12 dargestellt. Und so wie vorher jede an 
1’, 2’ liegende Teilspannung einen Teilstrom zur 
Folge hatte, erzeugt in der Schaltung nach Bild 12 
jeder Teilstrom einen Spannungsabfall am Wider- 
stand F der Schaltung an den Klemmen 1’, 2’ bei 
der betreffenden Frequenz. Man erkennt, daB die 
ganze Berechnung des Spannungsabfalles uw; und 
schlieBlich des Eingangsscheinwiderstandes W, ganz 
analog vor sich geht wie vorher die Berechnung des 
Stromes 7; und des Eingangsleitwertes Y,. Es treten 
genau gleich gebaute Formeln auf, und man braucht 
in den bereits abgeleiteten Formeln nur “%, durch 4, 
u, durch i; und G durch R zu ersetzen. Man be- 
kommt dann fiir w; eine Gl. (2) entsprechende Glei- 
chung und fiir den Spannungsabfall uw; an den Ein- 
gangsklemmen 1, 2 die Gl. (3) entsprechende Be- 
ziehung 


> {| Rens+1)a—o| sin {(2(m + n + 1) 2— o]t + pen+12—0} — 
— | Ren+1 a—o| sin {[2(n — m) Q — wt + pens1) 2-0} — 


— | Ren+1) a+o| sin {[2(m+n2+1)24 


ot + pent a+o} + 
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entspricht bei sinusférmigem Eingangsstrom ein 
diesem Widerstand proportionaler Teilwiderstand 
in Bild 13, so wie zu jedem Leitwert an 1’, 2’ bei 
(2n + 1)2 +4 @ bei sinusférmiger Eingangsspan- 
nung ein diesem Leitwert proportionaler in Bild 11 
erscheint. Und jedem Widerstandswert an 1’, 2’ bei 
einer unteren Seitenfrequenz (2n + 1)Q2 — ow ent- 
spricht in Bild 13 ein dem konjugiert komplexen 
Widerstand dazu proportionaler Teilwiderstand, so 
wie zu jedem Leitwert an 1’, 2’ bei (2n + 1)Q—@ 
ein dem konjugiert komplexen Leitwert dazu pro- 
portionaler Teilleitwert in Bild 11 gehért. Die Pro- 
portionalitatsfaktoren in den Widerstandswerten 
der Schaltung nach Bild 13 sind die gleichen wie in 
den entsprechenden Leitwerten der Schaltung nach 
Bild 11 und lassen sich wie dort mit Hilfe der Wirk- 
leistungsbilanz physikalisch begriinden. 

Damit liegt auch das Ersatzschaltbild fiir den 
Kingangswiderstand W 1, = U4,/Ii fiir den Fall 
vor, daB der Widerstand £ fiir die auBer w im Ein- 
gangskreis auftretenden Frequenzen unendlich groB 
ist. Wir lesen aus dem Ersatzschaltbild noch die 
mathematische Formel fiir W,,, ab. Sie lautet 


4 5 I 
Wie => ag) 7S Way is BO) . 
“Fr Te? n=o (2n + 1) (8) 
*(Rend1ato + Reonyi)a—0) (n ganze Zahl) 
und ist damit analog 
aufgebaut wie Formel ig 
(5), es treten einfach me 7 Qtw 
die entsprechenden ; 
Widerstande an die a5 Oe 
Stelle der Leitwerte. 
tae 
Wie 4A ps 
oe rt 9 £8 32-w 


(6) ! 


pe IE i) 
qe? (2n+4}? — (2n*2+w 


+ | Renstya+o| sin {[2(n re m) 2 =f wt 1 yen+1 a+0}} 


mit y als Phasenwinkel von R. 


Daraus erhalt man fiir die Spannungskomponente w1,. mit der Frequenz | 
@ an den EKingangsklemmen 1, 2 entsprechend Gl. (4) 


nigpet eet R* 
ze? (2n+1)? + (201) 2-w 
1 


ee el 


se ] Bild 13. Ersatzschaltbild ftir den 

Se ere 2 sinfwt — we _—o|+ Modulator-Hingangswider- 

oe Te 1 Ho (2m + 1)2 (lBen+n0-o oa Veni aee) (7) stand bei sinusférmigem 
Kingangsstrom. 


+ |Ren+pna+o|sin[ot+ pen+ynarol}, 


und diese Beziehung fiithrt schlieBlich auf das in 
Bild 13 gezeigte Ersatzschaltbild fiir den Kingangs- 
widerstand Wj. 

Der Eingangswiderstand W, bei sinusformigem 
Eingangsstrom besteht also aus der Reihenschal- 
tung unendlich vieler komplexer Widerstande, wah- 
rend der zuerst berechnete Eingangsleitwert Y, bei 
sinusformiger Eingangsspannung aus der Parallel- 
schaltung unendlich vieler komplexer Leitwerte be- 
steht. Jedem Widerstandswert an den Klemmen 1’, 
2’ bei einer oberen Seitenfrequenz (2n + 1) 2+ @ 


Von den drei Fallen, die wir uns zu behandeln 
vorgenommen hatten, steht nun noch der dritte aus, 
in dem R, = R, reell und frequenzunabhangig ist. 
Um den EHingangsleitwert unter dieser Bedingung 
zu erhalten, brauchen wir nur die Uberlegungen, die 
zum Ersatzschaltbild in Bild 11 und zur Formel (5) 
gefiihrt haben, etwas zu erweitern. Wir gehen dazu 
einen kleinen Umweg und fragen zunachst nach der 
Komponente 71, des Kingangsstromes 71, die sich 
als Folge der Urspannung wo einstellt. Dazu be- 
trachten wir wieder Bild 6. Man erkennt, daB der 
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Diese letzte Formel haben wir erhalten, indem — 
wir den Sender als Quelle mit der Urspannung uo 
und dem Innenwiderstand R; betrachtet haben. Ge- 
nauso gut kénnen wir aber auch den Sender als Ur- 
stromquelle mit dem Urstrom tp und dem Innen- 
leitwert G, betrachten. Dann tritt an die Stelle der 


Schaltung in Bild 6 die Schaltung nach Bild 16. 
Durch ganz analoge Uberlegungen wie bei der Dar- 


stellung des Senders als Ersatzspannungsquelle — 


kommt man zu dem Schlu8, daB man zur Berech- — % 


iy 5 R; Rp a 
Rsp 
u0) if 
Rsp 
‘Apo Ro 3 upg Ro ; 


Ry 


COL Ro 4 


Bild 14. Ersatzschaltbilder fiir obere (a) und untere (b, c) 
Stellung des Schalters S$ der Schaltung nach Bild 6 
bei reellem Innenwiderstand fj. 


oberen Schalterstellung die in Bild 14a und der un- 
teren die in Bild 14b gezeigte Schaltung entspricht, 
die beziiglich der Verhaltnisse an den Klemmen- 
paaren 3,4 und 5,6 identisch mit der Schaltung 
nach Bild 14c ist. 


Bild 15. Ersatzschaltbild beziiglich der Klemmenpaare 3, 4 
und 5, 6 bei reellem Innenwiderstand f). 


Bild 16. Ersatzschaltbild fiir den Modulator mit reellem 
Innenleitwert G}. 


Fiihrt man wieder einen mit der Frequenz 2 ge- Ro 3 : 
steuerten Umschalter ein, so kann man die Schal- 3 Ts 
tungen in Bild 14a und 14¢ zur Schaltung von Rep vf 
Bild 15 vereinigen, so wie frither die Schaltungen Rp a 
nach Bild 4a und 4b zur Schaltung von Bild 5. Man Rsp z 
sieht, daB in Bild 15 gegeniiber Bild 6 einfach der a 

D 


Widerstand R, ititber den Umschalter hinweg ver- 
schoben ist. Es sei aber ausdriicklich betont, daB 
die vorstehenden Uberlegungen nur gelten, wenn R; 
ein reeller Widerstand ist und da’ nur dann die 


Bild 17. Ersatzschaltbild beziiglich der Klemmenpaare 3, 4 
und 5, 6 bei reellem Innenleitwert G4. 


Verschiebung von fj iiber den Schalter hinweg zulassig ist. Die Berechnung von 7; ist nun vollends ein- 
fach. Man hat Schritt fiir Schritt die gleichen Rechenoperationen auszufiihren wie bei der Berechnung 
von 7; aus dem Ersatzschaltbild nach Bild 6 bei sinusférmiger Eingangsspannung. In den Formeln tritt 
uo an die Stelle von w; und der Leitwert G’ der Reihenschaltung von Rk; und R = 1/G@ an die Stelle von 
G, Man erhalt dann als Zwischenergebnis fiir den Leitwert an den Klemmen 5, 6 Ss 


ont ioe tae 1 
Be ee nao (2n+ 1)? 


und fiir den Widerstand W},. = 1/Yi. 


/ 
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Um den gesuchten Scheinwiderstand an den Modulator-Eingangsklemmen 1,2 (Bild 6) zu bekommen 
miussen wir von Wj,, noch den Vorwiderstand R,; abziehen und erhalten endgiiltig 


] 


— fj. (9) 


4 3 1 1 1 
5 — 2) 1)2\ R a * 
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hung der Komponente uw, der EKingangsspan- 
nung wv} den Leitwert G, hinter den Schalter ver- 
_ schieben darf, so wie vorher den Widerstand Ry. 
- Man kommt dann zu der Schaltung in Bild 17. Sie 

gestattet, die Komponente w1,, der HKingangsspan- 
- nung wz, zu berechnen. Man muB dazu die gleichen 
Schritte durchfiihren wie bei der Berechnung 
der Komponente w,, bei sinusférmigem Eingangs- 
strom 7; und braucht nur 7; durch ip zu ersetzen und 
die Widerstiinde R durch R’, den Widerstand der 
Parallelschaltung von G, und @ = 1/R. Man kommt 
dann analog Gl. (8) zu der Beziehung 


rele 7 pad Pee ihe We ONS iy ie ota Se ae thea yn i at 
ROR eae Ne hc eT ROEM pit eT 
Weak ” . ‘ 
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Hingangsstrom 7 sinusférmig, sie enthalten nur die 
Frequenz w. Deshalb ist der Eingangsleitwert Y4,, 
bzw. der Kingangswiderstand Wy, unabhingig 
vom Widerstand R;. Da8 bei sinusférmiger Ein- 
gangsspannung uw auch der Strom 7; sinusférmig 
ist, laBt sich mit Hilfe von Gl. (3) mathematisch 
nachweisen. Es la8t sich aber auch unmittelbar phy- 
sikalisch begriinden. Da namlich in der ganzen 
Schaltung rechts von den Eingangsklemmen 1,2 nur 
Wirkwiderstiénde vorkommen, ist auch der Ein- 
gangsleitwert Y, = Yj ein reiner Wirkleitwert. Bei 
beliebiger Kurvenform der Spannung w; ist in jedem 

Augenblick 7; = u, Y,. Der 


i | 1 


os T? n= (2n+ 1)? \Gentnarot 


1 


Goont1) 9—-o + Gy 


1 Kingangsleitwert Y, wirkt also 

beziiglich des Eingangskreises 
wie ein linearer Wirkleitwert. 
Das bedeutet, daB im Ein- 


; 

. co 
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Um den gesuchten Scheinleitwert an den Modulator-Eingangsklemmen ist aber in unserem Fall allein 
zu bekommen, ziehen wir von Y;,, den Parallelleitwert Gy ab und erhalten die Frequenz w. Man tiberzeugt 


auftreten kénnen, fiir die ein 


l ) gangskreis nur Frequenzen 
Generator vorhanden ist. Das 


sich leicht, daB die Formeln 
Gh (5), (8), (9) und (10) fiir reelle, 


4 <= 1 if 
Tue 2. (2m + 1)? —— + Gy v Geontna—wot Gi 


Damit haben wir den Eingangswiderstand bzw. 
-leitwert des Modulators bei reellem Innenwider- 
stand FR, auf zwei verschiedenen Wegen hergeleitet 
und dafiir die Gl. (9) und (10) gefunden. 

Beide Ausdriicke stellen den gleichen Schein- 
widerstand dar, und es muB daher der in Gl. (9) be- 
rechnete Widerstand Wj,, das reziproke des in 
Gl. (10) berechneten Leitwertes Y;,, sein. In der 
Tat kann man zeigen, daB dies der Fall ist. 

Fiir die Aufgabe, das Ubertragungsverhalten des 
Modulators zu untersuchen, der zwischen zwei Fil- 
tern arbeitet, interessiert der Fall, daB der Wider- 
stand R reell ist, weniger. Modulatoren, die wenig- 
stens auf einer Seite mit einem reellen Widerstand 
abgeschlossen sind, bereiten hinsichtlich des Fre- 
quenzganges fast nie Schwierigkeiten. Uns inter- 
essiert gerade der Fall, daB die Filter an beiden 
Seiten des Modulators von ihm aus gesehen kom- 
plexe Widerstinde haben. Fiir die Behandlung die- 
ses Falles sind aber in erster Linie die zuerst ab- 
geleiteten Beziehungen (5) und (8) und die Ersatz- 
schaltungen der Bilder 11 und 13 von Nutzen, wah- 
rend die Ableitung der Beziehungen (9) und (10) die 
Untersuchungen vervollstandigt und gleichzeitig 
aufzeigt, daB die Formel fiir den Hingangswider- 
stand bei endlichem Innenwiderstand fiir andere 
Frequenzen als w auch in einem einfachen Fall schon 
recht kompliziert wird. In den spateren Abschnitten 
werden wir nur noch die Formeln (5) und (8) sowie 
die Bilder 11 und 13 benutzen. 

Ehe wir mit den allgemeinen Betrachtungen iiber 
das Anpassungsproblem beginnen, wollen wir nur 
noch einen einfachen Spezialfall anfiihren, némlich 
den Fall, daB der AbschluBwiderstand Re ohmisch 
ist. Dann sind naémlich Eingangsspannung uw; und 


1 ’  frequenzunabhangige R bzw. 
(10) @G@ den gleichen reellen Ein- 
gangswiderstand W, = 1/¥y 

ergeben. 

Damit wollen wir den Abschnitt iiber den Ein- 
gangsscheinwiderstand abschlieBen. Es stehen nun 
die Formeln zur Verfiigung, die wir in den folgenden 
Abschnitten bendtigen werden, um die Eigenschaf- 
ten eines zwischen zwei Filtern arbeitenden Modu- 
lators zu untersuchen. 


3. Die richtige Anpassung 
beziiglich des Frequenzganges 


Wir wollen uns nun der in der Einleitung gestell- 
ten Aufgabe erinnern, die Ubertragungseigenschaf- 
ten der in Bild 2 gezeigten Anordnung zu unter- 
suchen. Vor allem fragen wir, unter welchen Bedin- 
gungen der Frequenzgang der Betriebsdimpfung 
iiber die beiden Filter und den Modulator hinweg im 
DurchlaBbereich keine merklich gréBeren Damp- 
fungsverzerrungen aufweist als ohnehin durch die 
Filter entstehen. Nun wird ja der Frequenzgang der 
Betriebsdampfung eines Filters bei der Filterberech- 
nung vorgegeben. Dabei wird angenommen, daf das 
Filter aus einem Generator mit einem ganz bestimm- 
ten reellen Innenwiderstand gespeist wird und daB 
es am Ausgang mit einem ganz bestimmten reellen 
Widerstand abgeschlossen ist. Wir miissen deshalb 
dafiir sorgen, daB die Filter auch bei der Zusammen- 
schaltung mit dem Modulator richtig abgeschlossen 
werden. Gelingt dies, so tritt zwischen der Sender- 
urspannung ug und dem Ausgang des Filters F; der 
bei der Filterberechnung vorgegebene Frequenzgang 
der Betriebsdampfung von F, und zwischen dem 
Modulatoreingang und dem Ausgang des Filters F2 
der vorgegebene Frequenzgang der Betriebsdamp- 
fung von F2 auf. Wiinschenswert ware dariiber hin- 


2s. 
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aus, daB die Betriebsdampfung iiber die ganze An- 
ordnung hinweg einfach gleich der Summe der Be- 
triebsdimpfungen der beiden Filter ware. Doch wer- 
den wir im nachsten Abschnitt sehen, daB wir wegen 
des zwischengeschalteten Modulators im allgemeinen 
eine zusatzliche Dampfung in Kauf nehmen miissen. 
Sie soll aber wenigstens frequenzunabhangig und so 
klein wie méglich sein. Damit erheben wir also nun 


drei Forderungen: Frequenzgang von ne baw. 
iy gleich Frequenzgang der Betriebsdamp- 
1 
fung von Fy bei richtigem AbschluB dieses Filters, 
Uy Ty : 

Frequenzgang von In On bzw. In Onin gleich 
Frequenzgang der Betriebsdampfung von F»: bei 
richtigem AbschluB dieses Filters und zusatzliche 
Dampfung durch den Modulator méglichst klein und 
frequenzunabhangig. Zur Realisierung dieser Forde- 
rungen bietet die Schaltung zwei Freiheitsgrade, 
namlich die Ubersetzungsverhaltnisse der Ubertra- 
ger an Modulatoreingang und -ausgang. 

Wir beginnen mit der Bestimmung des Uber- 
setzungsverhaltnisses des Ubertragers zwischen Mo- 
dulator und Filter Fs und betrachten dazu die 
Schaltung nach Bild 2 zwischen Modulatoreingang 
und Ausgang des Filters Fz. Wir setzen dabei zu- 
nachst, genau wie bei der Berechnung des Modu- 
lator- Kingangswiderstandes im Abschnitt 2, voraus, 
die Spannung w sei sinusférmig mit der Frequenz w. 
Dann diirfen wir zur Betrachtung der Verhaltnisse 
an den Ausgangsklemmen des Modulators die Schal- 
tung nach Bild 9 heranziehen, wobei wir uns nur fiir 
die Teilspannung von w; interessieren, deren Fre- 
quenz in den Durchlafbereich des Filters Fo fallt. 
Wir bezeichnen sie als Nutzspannung w{ Nutz und 
ihre Frequenz 2 + w oder 2 — w als Nutzfrequenz 
und kommen damit zur Schaltung nach Bild 18, in 


Ro 


Psp 
Fo 
Rsp 


Ro 


Re |v. 


Bild 18. Fiir die Bemessung des Modulator-Ausgangsiiber- 
tragers bei sinusformiger Spannung uw; maBesebende 
Schaltung. 


welcher der in Bild 9 eingezeichnete Widerstand Rz 
durch den Ausgangsiibertrager, den wir dort Re zu- 
gerechnet hatten, und das Filter F2 gebildet wird. 
Diese Schaltung ist, genau wie die Schaltung nach 
Bild 9, vollig linear, so daB wir auf sie die Regeln 
der komplexen Rechnung anwenden diirfen. Wir 
schreiben darum auch an Stelle der Zeichen 21 yuty 
und wp, welche Augenblickswerte dieser Spannun- 
gen bedeuten, die Symbole U; nut, und Ux fiir die 
zugehorigen komplexen GréBen. a 

Die Amplitude der Spannung U4 nut, unterschei- 
det sich gemaB Gl. (1) von der Amplitude der Modu- 
lator-Eingangsspannung wu; nur um den konstanten 


A.E.U. Band 15° 
[1961], Heft 14 


Faktor 2/~ und hat demzufolge den gleichen Fre- 
quenzgang wie diese. Das heiBt, der zu betrachtende 
Frequenzgang vom Modulatoreingang bis zam Aus- 
gang des Filters Fs ist gleich dem Frequenzgang von. 
In(U4 Nutz/Un) und wir brauchen nun nur noch da- 
fiir zu sorgen, daB dieser Frequenzgang gleich dem 
Frequenzgang der Betriebsdimpfung von F2 bei 
richtigem AbschluB ist. Diese Forderung liefert eine 
Vorschrift fiir das Ubersetzungsverhaltnis des Uber- 
tragers. Sie 1aBt sich sofort erkennen, wenn man die 
Schaltung, aus der das Filter samt Ubertrager ge- 
speist wird, als Ersatzspannungsquelle darstellt, wie 
es Bild 19 zeigt. In dieser Schaltung bedeutet User 


Wak 
rms 
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Bild 19. Darstellung der Schaltung nach Bild 18 mit Hilfe 
der Ersatzspannungsquelle. 


die Leerlaufausgangsspannung der X-Schaltung aus 
den Modulatorwiderstanden. Sie ist 


2 Rp ’ se ( 
Bar=(1 is Rg Uisue® 1 
unterscheidet sich also von Uj yNutz nur um einen 
konstanten Faktor, so daB auch der Frequenzgang 
von In(U2z/Ux) gleich dem von In(U} nutz/Ux) ist. 
Der Innenwiderstand der Ersatzquelle ist gleich dem 
Ausgangswiderstand Wox der X-Schaltung bei kurz- 
geschlossenen Eingangsklemmen. Er ist 


_9_foksp | 


2 Rp 


Sp 


U, Nutz > 


Soll nun der Frequenzgang von In(U21,/U,) der glei- 
che sein wie der der vorgeschriebenen Betriebs- 
dimpfung von F:, so muB der Ubertrager so be- 
messen werden, dafs der auf die Filterseite iiber- 
setzte Widerstand Wox gleich dem Innenwiderstand 
ist, fiir den die Betriebsdampfung des Filters be- 
rechnet wurde. Wox laBt sich durch Messung stets 
leicht ermitteln. Man braucht nur den Modulator- 
eingang kurzzuschlieBen und an den Ausgangsklem- 
men iiber einen Ubertrager 1:1 den Widerstand zu 
messen. Da Wox reell ist, hangt der MeBwert, wie 
am Schluf des zweiten Abschnittes gezeigt wurde, 
nicht vom Innenwiderstand der MeBbriicke ab. 
Damit haben wir die Bemessungsregel fiir den 
Modulator-Ausgangsiibertrager gefunden. Wir k6n- 
nen also erreichen, dafs vom Modulatoreingang bis 
zum Ausgang des Filters Fz keine gréBeren Damp- 
fungsverzerrungen entstehen als das Filter allein 
brachte. Dies gilt allerdings unter der Vorausset- 
zung, daf’ die Spannung am Modulatoreingang 
sinusformig ist. Sind dort noch Spannungen der 
Frequenzen 22 + w, 42 + w usw. vorhanden, so 
entstehen am Modulatorausgang weitere Spannun- 
gen und Stréme der Frequenzen 2 + w und Q — a, 
die sich denen tiberlagern, die durch Umsetzung von 
w entstehen. Man muB8 also die Spannungen anderer 
Frequenzen am Eingang méglichst klein halten. 
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Dies gelingt besonders dann gut, wenn der Aus- 
gangswiderstand des Filters F, fiir die auBer w 
moglichen Frequenzen sehr klein ist. Dies ist aber 
der Fall, wenn der Scheinwiderstand des Filters Fy 
U-Charakteristik hat, d.h. im Sperrbereich nach 
Null strebt. 

Ist hingegen F, ein T-Filter, so daB sein Aus- 
gangswiderstand im Sperrbereich nach unendlich 
strebt, so ist die Voraussetzung sinusférmiger Kin- 
gangsspannung nicht mehr zulassig. Dann ist es — 
wie im zweiten Abschnitt bei der Bestimmung des 
Modulator-Kingangswiderstandes — besser, von der 
Annahme auszugehen, der Eingangsstrom des Mo- 
dulators sei sinusférmig. 

Ist der Eingangsstrom 7; sinusférmig, so diirfen 
wir zur Betrachtung der Verhaltnisse an den Aus- 
gangsklemmen des Modulators die Schaltung nach 
Bild 12 heranziehen, wobei wir uns nur fiir den Teil- 
strom von 7; interessieren, dessen Frequenz in den 
Durchla8Bbereich des Filters F2 fallt. Wir bezeichnen 
diesen Strom als Nutzstrom 7} nut, und ersetzen, 
ganz entsprechend wie beim Fall sinusformiger Ein- 
gangsspannung, den Widerstand Re durch Modu- 
lator-Ausgangstibertrager und Filter Fo. Damit kom- 
men wir zur Schaltung nach Bild 20, auf die wir, 
genau wie auf die Schaltung nach Bild 18, die Re- 
geln der komplexen Rechnung anwenden -diirfen, 
weshalb wir auch fiir Spannungen und Stréme die 
Symbole fiir die komplexen GréBen verwenden. 
Weiterhin stellen wir wieder die Schaltung, die tiber 
den Ubertrager das Filter speist, als Ersatzquelle 
dar, allerdings diesmal als Ersatzstromquelle, wie 
Bild 21 zeigt. In ihr bedeutet 


2 Nae BARD 
Iox = f mpRLE ES) qT, Nutz © (1 ne alee 


den AusgangskurzschluBstrom der X-Schaltung aus 
den Widerstaénden Rp und Rgp. Seine Amplitude 
unterscheidet sich von der des Modulator-Eingangs- 
stromes 7; nur um einen konstanten Faktor, so dab 
es zur Beurteilung des Frequenzganges der Aus- 
gangsspannung Ug des Filters Fz gegeniiber dem Mo- 
dulator-Eingangsstrom geniigt, den Frequenzgang 


Tox ae 
von In——* zu betrachten, so wie im vorher- 
Up/k 
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Bild 20. Fiir die Bemessung des Modulator-Ausgangstiber- 
tragers bei sinusférmigem Strom 7 mafgebende 
Schaltung. 
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Bild 21. Darstellung der Schaltung nach Bild 20 mit Hilfe 
der Ersatzstromquelle. 
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gehenden Beispiel die Betrachtung von In(U2/U g) 
genugte. Soll dieser Frequenzgang gleich dem der 
vorgeschriebenen Betriebsdampfung von F2 sein, so 
muB der auf die Filterseite iibersetzte Innenleit- 
wert G21 der Ersatzquelle gleich dem sein, der bei 
der Filterberechnung angenommen wurde. Der In- 
nenleitwert ist der Ausgangsleitwert des Modulators 
bei leerlaufenden Kingangsklemmen: 


2 2 


Rp Ren Rsp 


Got 


Er ist wie Wo, reell. 

Wir haben damit iiber das Ubersetzungsverhalt- 
nis des Ausgangsiibertragers verfiigt und erreicht, 
daB vom Modulatoreingang bis zum Ausgang des 
Filters Fy nur die Dampfungsverzerrungen auftre- 
ten, die durch das Filter allein entstehen. Voraus- 
setzung war, dai entweder die Eingangsspannung 
oder der Kingangsstrom des Modulators sinusférmig 
ist. Die erstere Bedingung ist naherungsweise er- 
fiillt, wenn das Filter F; vor dem Modulator am 
Ausgang I]-Charakteristik hat, die letztere Bedin- 
gung, wenn es T-Charakteristik hat. Somit ist der 
erste Teil der gestellten Aufgabe gelést und wir 
wollen nun versuchen, auch die Dampfungsverzer- 
rungen zwischen Sender und Modulatoreingang még- 
lichst klein zu halten. 

Soll zwischen Senderurspannung ws und Modu- 
latoreingang nur der Frequenzgang der Betriebs- 
daimpfung des Filters F auftreten, so mu der Hin- 
gangswiderstand des Modulators mit vorgeschalte- 
tem Hingangsiibertrager gleich dem ohmschen Ab- 
schluBwiderstand sein, fiir den der Frequenzgang 
des Filters berechnet wurde. Der Betrag dieses 
Widerstandes la8t sich durch das Ubersetzungsver- 
haltnis des Eingangsiibertragers einstellen. Schwie- 
riger ist dagegen die Forderung zu erfiillen, der 
Widerstand solle reell und frequenzunabhangig sein. 
Exakt laBt sich dies iberhaupt nicht erreichen, da 
der komplexe Eingangswiderstand des Filters Fo, 
der den Modulator abschlieBt, zwangslaufig einen 
komplexen Eingangswiderstand des Modulators zur 
Folge hat. Wir werden aber bei der Behandlung 
eines praktischen Beispiels sehen, daB die Vorschrift, 
nach der wir oben den Ausgangsiibertrager bemessen 
haben, gleichzeitig bewirken kann, daB der kom- 
plexe Widerstand von Fy nur wenig auf den Modu- 
lator-Eingangswiderstand einwirkt, so daf dieser 
so wenig frequenzabhangig ist, daB die dadurch 
entstehenden Dampfungsverzerrungen hinreichend 
klein sind oder mit geringem Aufwand hinreichend 
klein gemacht werden kénnen. Diese Entkopplung 
zwischen den Filtern ist allerdings mit einer gewis- 
sen zusitzlichen Dampfung verbunden. Wir hatten 
schon friiher darauf hingewiesen, da wir sie in 
Kauf nehmen miissen, und wir werden im folgenden 
Abschnitt sehen, daB ihre GroBe wesentlich von den 
Scheinwiderstands-Charakteristiken der Filter Fy 
und Fy, abhiangt, also davon, ob die Filter auf der 
Modulatorseite beide I]- oder beide T-Charakte- 
ristik haben oder ob wir ein II-Filter mit einem 
T-Filter kombinieren. 
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-Als Ergebnis der Untersuchungen dieses Ab- 
schnittes wollen wir zusammenfassend folgende Vor- 
schriften fiir die beziiglich des Frequenzganges rich- 
tige Anpassung des Modulators an die beiden Filter 
festhalten: 

Ist das Filter F, ein I]-Filter, so daB die Modu- 
latoreingangss pannung annahernd sinusformig ist, 
so schlieBe man den Modulatoreingang kurz und 
messe den Scheinwiderstand am Modulatorausgang. 
Dann wiahle man das Ubersetzungsverhaltnis des 
Ausgangsiibertragers so, daB er diesen Ausgangs- 
widerstand auf den Wert des Generator-Innenwider- 
standes iibersetzt, fiir den das Filter Fz berechnet 
ist. Dann schlieBe man das Filter Fo an und messe 
mit einer Briicke, deren Innenwiderstand fiir alle 
Frequenzen aufBer @ klein ist, den Hingangsleit- 
wert Y;. Ist er annahernd reell und frequenzunab- 
hangig, so wahle man das Ubersetzungsverhaltnis 
des Hingangsiibertragers so, dab der tibersetzte Leit- 
wert Y, das Filter F, richtig abschlieBt. Falls er- 
forderlich, korrigiere man den Frequenzgang von Y}. 

Ist das Filter F, ein T-Filter, so dafs der Modu- 
lator-Hingangsstrom annahernd sinusformig ist, so 
bestimme man den Ausgangswiderstand des Modu- 
lators bei offenen Kingangsklemmen und wahle das 
Ubersetzungsverhialtnis des Ausgangsiibertragers so, 
daB der Leerlaufleitwert mit Ubertrager gleich dem 
Generator-Innenleitwert wird, fiir den das Filter Fo 
berechnet ist. Dann schlieBe man das Filter Fs an 
und messe mit einer Briicke, deren Innenwiderstand 
fiir alle Frequenzen auBer w groB ist, den Eingangs- 
widerstand Wy. Ist er annahernd reell und frequenz- 
unabhiingig, so wahle man das Ubersetzungsverhalt- 
nis des Hingangsiibertragers so, daB der iibersetzte 
Widerstand W, das Filter Fj richtig abschlieBt. 
Falls erforderlich, korrigiere man den Frequenzgang 
von Wy. 


4. Die Dimpfung des Modulators 


Hatten wir bisher unser Augenmerk nur darauf 
gerichtet, Dampfungsverzerrungen im Durchlab- 
bereich der Filter zu vermeiden, so fragen wir nun, 
welchen frequenzunabhangigen Anteil an Dampfung 
die Erfiillung der gefundenen Anpassungsbedingun- 
gen mit sich bringt. 

Zu diesem Zweck untersuchen wir die Betriebs- 
daimpfung 


Rs 


vom Sender bis zum Empfingerwiderstand Ry und 
nehmen zuerst wieder an, die Spannung wv; am Mo- 
dulatoreingang sei sinusférmig. Wir teilen die Be- 
triebsdampfung in mehrere Daimpfungsanteile auf 
und schreiben, indem wir mit U; und der im vorigen 
Abschnitt definierten Spannung Uoyz, erweitern, 


Lg Uy 2Uons ly) ig 
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Von diesen Dampfungsanteilen stehen der erste und 
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der dritte in einem einfachen Zusammenhang mit 
den Betriebsdimpfungen der Filter. Denn die Be- 
triebsdampfung des Filters F; ist 


Te [oe Us 1 1 
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wobei wir durch die reelle GroBe Y, den Kingangs- 
leitwert Y, des Modulators anniihern. Ferner ist die 
Betriebsdiémpfung des Filters F2 

Ry 


Usx |/ Rr Vat 1 
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Lésen wir nach In(Us/U 1) und In(Ue1/Ug) auf und 
setzen diese Ausdriicke in die Gleichung fiir ap ein, 
so erhalten wir 
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= AB1 fo ea Ms 5 Fe +In2VWoxY1. 


ap. =| 


L ape — In 


In dieser Beziehung stellen die beiden letzten Sum- 
manden die Dampfung dar, die iiber die Betriebs- 
dampfung ap; und ape der Filter hinaus zwischen 
Sender und Empfanger auftritt. Wir nennen sie die 
Modulatordampfung 


U, - 
aAMoa = In —— +InfWox¥; + In2. 
Ver 
In dieser Gleichung kénnen wir den ersten Sum- 
manden noch naher bestimmen. Denn die Span- 
nung U, unterscheidet sich um den Faktor 7/2 von 
der Spannung U4, yutz und diese wieder um die Leer- 
laufspannungsiibersetzung 


U; Nutz ee it 
Us. oh No Vee 


der X-Schaltung aus Rp und Rsp von Uoz. Es gilt 
also U; 


ew — 


—_— — ahd UT, 
Ust, 2 
Tw ; — 
amoa = In > +az,+m2+In | Woe Yi = 
1 
== [hays -+ ay, ; > In Worx Vy . 


Da stets Wox Y1 < 1 ist, wollen wir noch umformen 


in 
Qyog = In tm + ary, ‘ In : 

2 Wok Va : 
Der erste Summand dieser Gleichung ergibt eine 
Dampfung von 1,14.N. Der zweite Summand ist 
praktisch immer vernachlassigbar, denn bei Ver- 
wendung guter Dioden liegt die Leerlaufspannungs- 
ibersetzung der X-Schaltung sehr nahe bei eins. 
Das letzte Glied verringert die Dampfung. Es hangt 
von dem Modulator-Hingangsleitwert Y; ab und die- 
ser wiederum vom Hingangsscheinwiderstand des 
Filters F2. In diesem Glied steckt also die zu Ende 
des 3. Abschnittes angedeutete Abhangigkeit der 


(11) 


Ne 


7 
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~Dampfung von den Scheinwiderstands-Charakte- 


ristiken der Filter. Wir werden diese Abhangigkeit 
noch ausfiihrlicher diskutieren, vorher aber betrach- 
ten wir noch den Fall, daB nicht die Eingangsspan- 
nung wu; sondern der Hingangsstrom 7; des Modu- 
lators sinusférmig ist. 

Dazu brauchen wir nur die Betriebsdampfung so 
aufzuteilen, daB in den Formeln nicht die Spannun- 


gen U, und Ugz, erscheinen, sondern die Stréme J; 


und Iox. Wir erweitern deshalb jetzt die Formel fiir 
die Betriebsdémpfung mit J, und [ox und schreiben: 


teen tler wi Rie 


Da aber mit W, » W, als Modulator-Eingangs- 


widerstand 
und ape = In tox \ a 


: <bean 
oe fs mbes 
21, ) Rs Wy, 2Uy Got, 


ist, gilt auch 


n— In 


; Ty 
@B = 4p1 + ape + In 
Tox 


+ In2/Gor Wi 


und man findet als Modulatordémpfung 
1 


2K 


aMod = In 


+In/@orWi+In2. 


Auch hier la8t sich der erste Summand noch 
naher bestimmen. Der Strom J, unterscheidet sich 
von Jj xutz um den Faktor x/2, und J} nut, unter- 
scheidet sich von Jox um die KurzschluBstromiiber- 


setzung , 
‘S I; Nutz 1 
as 


i= s2 Rp hen 


e7K 


Tox 
so daB man 


aoa =_In = + In2 + ax 4 5 in Gor, Wi 
1] iL 
oder aMoa = nz + ax 5 In GoW, (12) 


erhalt. Vergleicht man die Formeln fiir e“” und 
eK, so sieht man, daB ay, = ax ist. Somit bedeuten 
die Summanden vor dem Minuszeichen in Gl. (11) 
und (12) die gleiche Dampfung. Das letzte Glied hin- 
gegen hangt von den GréBen Yy bzw. Wy ab und 
damit vom Verlauf des Eingangswiderstandes des 
Filters Fo. 

Damit ist die Frage angeschnitten, welchen Fre- 
quenzgang die Scheinwiderstande der Filter F, und 
Fs haben miissen, damit die Modulatordampfung 
moglichst klein wird. Um dies zu klaren, betrachten 
wir nacheinander die vier Méglichkeiten, T- und I- 
Filter auf beiden Seiten des Modulators zu kombi- 
nieren, nimlich entweder auf beiden Seiten I] -Filter 
(II—I) oder auf beiden Seiten T-Filter (T—T) an- 
zuschlieBen, oder Filter verschiedenen Typs zu ver- 
wenden, also fiir F; ein I]- und fiir F2 ein T-Filter 
(II—T) oder fiir F; ein T- und fiir Fz ein I[-Filter 
(T—II). Dabei idealisieren wir die Scheinwider- 
stande der Filter in der Weise, da8 wir annehmen, 
sie seien im DurchlaBbereich, also bei der Nutz- 
frequenz, reell und hatten den Wert des AbschluB- 
widerstandes, fiir den das Filter berechnet ist, der 
Reflexionsfaktor sei also Null. Im Sperrbereich hin- 


ee 
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gegen sei der Widerstand der []-Filter gleich Null 
und der der T-Filter unendlich. 

Wir beginnen mit der Kombination TI—II. In 
diesem .Fall ist die Modulator-Kingangsspannung 
sinusformig, so daf wir zur Bestimmung des Ein- 
gangsleitwertes VY, die Schaltung nach Bild 9 und 
die Formel (5) verwenden kénnen. Mit Riicksicht 
auf den Frequenzgang mu das Filter Fz an den 
KurzschluBwiderstand des Modulators angepaBt 
werden. Der Widerstand Ry ist demnach fiir die 
Nutzfrequenz gleich Wox und fiir alle anderen auf- 
tretenden Frequenzen gleich Null. Der Sperrwider- 
stand Rsy guter Dioden ist gegeniiber dem Durch- 
laBwiderstand Rp und damit gegeniiber Wox so 
groB, da® wir ihn fiir unsere Betrachtungen auBer 
acht lassen diirfen. Unter dieser Voraussetzung wird 
der Leitwert G fiir die Nutzfrequenz gleich 1/(2 Wex) 
und fiir alle anderen Frequenzen gleich 1/Wox. 
Setzen wir diese Werte in die Formel (5) ein, so fin- 
den wir fiir den Leitwert Y: 


4 ] aa 1 {| 
Yi= 
i} mT? 2 Wox r 7 oa (2% + 1)2 Wox i 
| 4 I il Il i) 
Te? n=o0 (2m + 1)? Wox 
Ae irs tPotlen ae 
Too W ox 2 2 Wox 
| 4 y 1 lat 
ne? 9 (2m +1)? Wox 


Zh ee ] i 
+ a 2) Gee Wx = 


Tei ig te Ue 
ee go (22 +1)2 Woe 7? 2 Wox 
— 1 Te? 
oder wegen De @n+1P mrak 
ey 1 
¥y, =\1 — : 
ie ( ss Wox 


Setzen wir diesen Wert in die Formel (11) ein, so er- 
halten wir, wenn wir az, vernachlassigen, fiir die 
Modulatordampfung 


1 1 
auMoa & nt a ores 


—1,14N —0,11N = 1,03N. 


Diese Dampfung wollen wir mit der vergleichen, 
die wir erhalten, wenn wir fiir F2 statt des [1-Filters 
ein T-Filter verwenden (Kombination I[—T). Auch 
in diesem Fall ist die Modulator-Kingangsspannung 
sinusformig, so da zur Krmittlung des Leitwertes 
Y, Bild 9 und Formel (5) dienen. Auch ist Re fiir die 
Nutzfrequenz gleich W2x und damit auch @ fir 
diese Frequenz gleich 1/(2 Wox). Fiir alle anderen 
Frequenzen aber ist nun Ro = co und damit wird G 
fiir diese Frequenzen gleich 2/(Rp + Rsp) © 2/fsp.- 
Da dieser Leitwert sehr klein ist gegentiber 1/(2 Wox), 
diirfen wir ihn in Formel (5) vernachlassigen und 
iiberschlagig schreiben 
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1~Y 


Laas Te oe Te Wok 
Setzen wir diesen Wert in die Formel (11) fiir die 
Modulatordampfung ein und vernachlassigen wieder 
az, so erhalten wir 


n2=0,35N. 


1 
amoa © In — >In oe 


Die Dampfung der Kombination []—T ist also um 
etwa 0,7 N geringer als die der Kombination I] —II, 
so daB wir, wenn wir auf kleinste Dampfung aus- 
gehen, am Hingang ein II- und am Ausgang ein 
T-Filter verwenden miissen und nicht zwei I[I- 
Filter. Auf diese Tatsache hat schon Tucker [2] 
hingewiesen und die ,,widerstandsreziproke An- 
passung‘* empfohlen. Hinsichtlich des Frequenz- 
ganges ist jedoch die Kombination I1—II giinstiger. 
Denn wir hatten ja unter diesem Gesichtspunkt 
einen reellen, frequenzunabhangigen EHingangsleit- 
wert Y, gefordert. Beim realen []-Filter ist nun der 
Widerstand 2 im Sperrbereich zwar fast rein 
imaginar, aber dem Betrage nach klein gegen den 
Widerstand im DurchlaBbereich und damit gegen 
Wox, mit dem Fz in Reihe liegt. Daher sind auch 
die Teilleitwerte, aus denen sich Y; zusammensetzt, 
alle annahernd reell und damit ist es auch Y;. Beim 
realen T-Filter hingegen ist Ro im Sperrbereich fast 
rein imaginér und dem Betrage nach groB gegen 
den Widerstand im DurchlaBbereich und damit 
gegen Wox, aber im allgemeinen nicht groB gegen 
den parallel liegenden Widerstand Rsp/2. Die Teil- 
leitwerte, aus denen sich nun Y  zusammensetzt, 
werden folglich wesentlich vom Scheinleitwert des 
Filters bestimmt. Damit erhalt der Gesamtleitwert 
Y; eine oft nicht zu vernachlassigende frequenz- 
abhangige Blindkomponente, die dann durch zu- 
sdtzliche Schaltelemente kompensiert werden muB. 

Weiterhin zeigt sich, da sich bei widerstands- 
reziproker Anpassung relativ groBe Strome mit den 
Frequenzen 22+ @ und 22 —q im KEingangs- 
kreis ausbilden. Aus diesem Grund mu8 der Schein- 
widerstand des Filters F; auf der Modulatorseite 
bei diesen Frequenzen sehr klein sein, wenn man 
verhindern will, daf Spannungen mit den Fre- 
quenzen 22+ und 22 —q@ mit merklicher 
Amplitude am Modulatoreingang erscheinen und 
den Frequenzgang und den frequenzunabhangigen 
Grundwert der Dampfung beeinflussen. Der Schein- 
widerstand von Fy erfiillt aber diese Bedingung 
haufig nicht ohne weiteres. [hn in der gewiinschten 
Weise zu beeinflussen, ist nicht einfach, denn es gibt 


stattet, ein Filter zu berechnen, bei dem der Héchst- 
wert des Betrages des Scheinwiderstandes in einem 
Teil des Sperrbereiches vorgeschrieben ist. Wegen 
all dieser Probleme ist oft die Kombination IT—I 
trotz der héheren Dampfung vorzuziehen. 

In ganz analoger Weise kann man nun auch die 
Kombinationen T—T und T—II untersuchen. Man 
mu dann voraussetzen, der Modulator-Kingangs- 
strom sei sinusformig, zur Bestimmung des Modula- 
tor-Eingangswiderstandes Bild 12 und Formel (8) 
heranziehen und beachten, da jetzt im Durchlab- 
bereich Ry = 1/Goz ist. Mit Hilfe der Formel (12) 
errechnet man dann fiir die Kombination T—T eine 
Modulatordimpfung von 1,03N und fir die Kom- 
bination T—IT von 0,35N. Beziiglich des Frequenz- 
ganges ist die Kombination T—T giinstiger. 

Wir kénnen somit zusammenfassend sagen: Die 
Kombination zweier Filter mit gleichem Schein- 
widerstandsverhalten (I] —II] oder T—T) ist beziig- 
lich des Frequenzganges, die Kombination zweier 
zueinander widerstandsreziproker Filter (I1—T 
oder T—I1) beziiglich der Dampfung am giinstigsten. 
Bemerkt sei noch, da es aus praktischen Griinden 
giinstiger ist, wenn F, ein []-Filter und damit die 
EKingangsspannung sinusformig ist, weil man dann 
das Filter Fz an den relativ niedrigen KurzschluB- 
widerstand W2x des Modulators anzupassen hat und 
folglich ohne allzu hohe Ubertragerinduktivitaten 
auskommt. Die Anpassung an Gz, die ndtig ist, 
wenn F, ein T-Filter ist, bereitet in dieser Hinsicht 
groBere Schwierigkeiten. 


5. Praktisches Beispiel 


Die in den vorangehenden Abschnitten gewonne- 
nen Erkenntnisse wollen wir nun auf ein Beispiel 
aus der Tragerfrequenztechnik anwenden. Wir be- 
trachten den in Bild 22 dargestellten Gruppenmodu- 
lator. Er hat die Aufgabe, das Ubertragungsband 
60 bis 108 kHz mit Hilfe der Tragerfrequenz 114kHz 
in die Frequenzlage 6 bis 54 kHz umzusetzen. Vor 
dem Modulator sitzt ein BandpaB mit dem Durch- 
laBbereich 60 bis 108 kHz, hinter dem Modulator 
ein TiefpaB, der oberhalb von 54 kHz sperrt. Der 
BandpaB ist fiir einen AbschluBwiderstand von 
650 Q, der TiefpaB fiir 150 Q auf der Modulator- 
seite berechnet. Die Scheinwiderstande der beiden 
Filter auf der Modulatorseite haben II-Charakte- 
ristik. Die letzte Spule des Bandpasses dient gleich- 
zeitig als Modulator-Eingangsiibertrager. 
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Bild 22. Gruppenmodulator. 
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Bild 23. Kingangsleitwert des Modulators mit angeschlossenem TiefpaB. 


Wir bestimmen zuerst das Ubersetzungsverhalt- 
nis des Ausgangsiibertragers. Da wegen des voraus- 
gehenden I[I-Filters die Modulator-Eingangsspan- 
nung annahernd sinusférmig ist, messen wir den 
AusgangskurzschluBwiderstand des Modulators und 
finden Wox = 238 Q. Das Ubersetzungsverhaltnis 


des Ausgangsiibertragers muB also tig = |/ 238/150 
= 1,26 werden. 

Zur Bestimmung des Ubersetzungsverhaltnisses 
des Eingangsiibertragers ben6étigen wir den Ein- 
gangsleitwert Y; des Modulators mit angeschlosse- 
nem Tiefpa. Wir messen ihn mit einer Briicke mit 
kleinem Innenwiderstand, so daB die Voraussetzung 
sinusférmiger Eingangsspannung geniigend genau 
erfiillt ist, und erhalten die in Bild 23 dargestellte 
Ortskurve. Y; hangt nur sehr wenig von der Fre- 
quenz ab, ist bei 80 kHz, d.i. etwa in der Band- 
mitte, praktisch reell und hat den Betrag 380 Q. 
Um ihn an den BandpaB anzupassen, der mit 650 Q 
abgeschlossen werden mu, bendtigen wir einen 
Ubertrager mit einem Ubersetzungsverhaltnis von 
diy = 650/380 = 1,3. 

Damit sind die Ubersetzungsverhiltnisse der 
Ubertrager bestimmt. Wir haben uns ferner davon 
tiberzeugt, daB der Modulator-Eingangsleitwert Yy 
nur sehr wenig von der Frequenz abhangt. Wir k6n- 
nen also nun die Filter an den Modulator anschlieBen 
und den Frequenzgang der Betriebsdampfung iiber 
die ganze Anordnung hinweg messen. Wir erhalten 
die in Bild 24 ausgezogen gezeichnete Kurve. Die 
Daimpfungswerte sind dabei willkiirlich auf die 
Dampfung bei der Frequenz 80 kHz am Modulator- 
eingang, d.i. 34kHz am Ausgang, bezogen. Zum 
Vergleich ist die Kurve, die sich durch Addition 
der Betriebsdimpfungen der Filter ergibt, ebenfalls 
auf den 80-kHz-Punkt bezogen, gestrichelt ein- 
getragen. Die beiden Kurven weichen im Bereich 
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Bild 24. Frequenzgang der Betriebsdampfung des Gruppen- 
modulators gegentiber dem 80-kHz-Punkt. 
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zwischen 60 und 100 kHz Eingangsfrequenz héch- 
stens um 0,01 N voneinander ab. Nur zwischen 100 
und 108 kHz steigt die Differenz auf 0,045N an. 
MiSt man wahrend der Messung des Frequenzganges 
uber alles auch die HKingangsspannung des Modula- 
tors mit einem selektiven Voltmeter, das nur die 
Komponente mit der Nutzfrequenz @ anzeigt, so 
findet man, daB die Dampfungsverzerrungen auf 
dem Wege zwischen Modulatoreingang und Tief- 
paBausgang entstehen, wahrend der Frequenzgang 
vom Bandpaeingang bis zum Modulatoreingang 
in Ordnung ist. Trennt man die Schaltung am Mo- 
dulatoreingang auf und speist den Modulator direkt 
aus einer Spannungsquelle mit sehr kleinem Innen- 
widerstand, so mit man auch zwischen Modulator- 
eingang und TiefpaBausgang keine groBeren Damp- 
fungsverzerrungen als sie der Tiefpa8 allein bringt. 
Kin Anpassungsfehler liegt also nirgends vor. So 
bleiben als mégliche Ursache Spannungen mit an- 
derer Frequenz als m, insbesondere 22 + wm am 
Modulatoreingang. Mift man wahrend der Messung 
des Frequenzganges iiber alles am Modulatoreingang 
nicht nur die Spannungskomponente mit der Fre- 
quenz w, sondern auch die dem DurchlaBbereich am 
nachsten liegende Stérspannungskomponente mit 
der Frequenz 22 — w und bestimmt das Verhaltnis 
der Amplitude der Nutzspannung zur Amplitude 
der Stoérspannung, so erhalt man die in Bild 25 ge- 
zeigte Kurve. Man sieht, daB in der Tat der Stor- 
spannungsabstand zwischen 100 und 108 kHz sehr 
rasch abnimmt, wahrend er zwischen 60 und 100kHz 
relativ hoch ist. Die Ursache dieses Verhaltens ist, 
daB der Scheinwiderstand des Bandpasses bei der 
Frequenz 22 — w = 27-120 kHz, die zu w = 22 
- 108 kHz gehért und die noch sehr nahe am Durch- 
laBbereich liegt, einen Betrag von etwa 800 Q hat 
gegeniiber 650 Q im DurchlaBbereich. Er stellt also 
bei weitem keinen KurzschluB dar, der sinusformige 
Hingangsspannung garantieren wiirde. Hingegen ist 
der Scheinwiderstandsbetrag bei der Frequenz 
9O — wm = 27-128 kHz, die zu o = 27 - 100 KHz 
gehdort, schon auf etwa 450 Q abgesunken und nimmt 
mit wachsender Frequenz 22 — w und damit klei- 
ner werdender Frequenz w weiter ab. Die Voraus- 
setzung sinusformiger Eingangsspannung ist also 
wegen des Scheinwiderstandsverhaltens des Band- 
passes nicht bei allen interessierenden Frequenzen 
erfiillt. Dennoch zeigt unser Beispiel, daf selbst in 
diesem kritischen Fall, in dem der Abstand der 
Stor- zur Nutzfrequenz an der ungiinstigsten Stelle 
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Bild 25. Abstand der Stérspannungskomponente mit der 
Frequenz 22—w von der Nutzspannung mit der 
Frequenz w am Modulatoreingang in Abhangig- 
keit von der Frequenz der Nutzspannung. 


nur 120/108 = 1,11 betragt, die abgeleiteten An- 
passungsregeln im weitaus groBten Teil des inter- 
essierenden Bereiches zu einem befriedigenden Fre- 
quenzgang fiihren. Die nun noch erforderliche Kor- 
rektur zwischen 100 und 108 kHz la8t sich ohne zu- 
satzlichen Aufwand erreichen. Dem Bereich 100 
bis 108 kHz auf der Modulatoreingangsseite ent- 
spricht auf der Ausgangsseite der Bereich 14 
bis 6 kHz. Wir brauchen also nur dort die Damp- 
fung bei tiefen Frequenzen etwas anzuheben. Dies 
gelingt leicht durch Verkleinern der Induktivitat 
des Ausgangsiibertragers. Mit dem Wert L = 6 mH 
auf der 150-Q-Seite wurde der in Bild 24 strich- 
punktiert eingetragene Frequenzgang erreicht, der 
geniigend genau mit der gestrichelten Sollkurve 
tibereinstimmt. 

Nachdem so der Frequenzgang den Anforderun- 
gen geniigt, interessiert nun noch der Absolutwert 
der Dampfung im 80-kHz-Punkt. Man miBt iiber 
die gesamte Anordnung hinweg 0,92N. Davon ent- 
fallen auf die beiden Filter 0,024N, so daB fiir die 
Modulatordampfung ayoa ~ 0,9N bleibt. Die Mo- 
dulatordampfung liegt also etwas unter dem Wert 
von 1,03N, der im 4. Abschnitt unter idealisieren- 
den Voraussetzungen berechnet wurde. 
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Bild 26. Scheinwiderstand des Tiefpasses mit vorgeschalte- 
tem Modulator-Ausgangsiibertrager der Schaltung 
nach Bild 22. 
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Damit ist fiir den vorliegenden Modulator das An- 


passungsproblem im DurchlaSbereich gelést und es ; a 


sind alle interessierenden GréBen meftechnisch er- 
mittelt. Wir wollen aber nun den Eingangsleitwert 
Y; des Modulators und die Modulatordimpfung 
@Moa auch noch mit Hilfe der in den Abschnitten 2 
bis 4 abgeleiteten Regeln ermitteln, um ihre Ge- 
nauigkeit und ihre praktische Brauchbarkeit zu 
priifen und um den gemessenen Verlauf der Orts- 
kurve des Scheinleitwerts theoretisch zu begriinden. 


Zur Bestimmung des Scheinleitwertes Y; bendti- — 


gen wir den Scheinwiderstand des Tiefpasses mit 
vorgeschaltetem | Modulator-Ausgangsiibertrager. 
Wir messen die in Bild 26 dargestellte Ortskurve. 
Thr Verlauf interessiert bei allen Frequenzen, die am 
Modulatorausgang entstehen, wenn am EHingang 
eine Spannung mit einer Frequenz w zwischen 
2x-60kHz und 27-108kHz liegt. Um die fol- 
gende Konstruktion des Leitwertes Y, zu erleich- 
(2n+1)Q2+a 
2 
jeweils in Klammern der zugehorige Wert der Ein- 
gangsfrequenz angeschrieben. Man erkennt aus dem 
Verlauf der Ortskurve, daB auBerhalb des Nutz- 
bereiches 54 bis 6 kHz der AbschluBwiderstand des 
Modulators wesentlich vom Ausgangsiibertrager be- 
einfluBt wird, denn die mit steigender Frequenz 
wachsende induktive Komponente riihrt von der 
Streuinduktivitat des Ubertragers her. Der TiefpaB 
allein hat einen mit wachsender Frequenz abnehmen- 
den kapazitiven Widerstand. 


Als nachste GréBe ermitteln wir den Wider- 
stand 1/G der Schaltung nach Bild 9 fiir die in 
Frage kommenden Frequenzen. Dabei diirfen wir, 
wie schon friher gezeigt, die Widerstaénde Rgp ver- 
nachlassigen. Damit unterscheidet sich 1/G von Re 
nur um den vorgeschalteten KurzschluBwiderstand 
Wex des Modulators. Wir brauchen also nur die vor- 
her gefundene Ortskurve des Modulator-Abschlub- 
widerstandes um Wox lings der reellen Achse zu 
verschieben, um 1/G zu erhalten. Dann bilden wir 
den Kehrwert von 1/G und erhalten die in Bild 27 
gezeigte Ortskurve von G. Sie enthalt die Teilleit- 
werte, die wir bendtigen, um mit Hilfe der Formel 
(5) den Leitwert Y, zu ermitteln. Dazu tragen wir 
in Bild 23 zunachst den 60-kHz- und den 108-kHz- 


Punkt des Leitwertes ae ein. Den Verlauf 


tern, ist bei den Ausgangsfrequenzen 


der Ortskurve zwischen diesen beiden Punkten 
naihern wir durch die gezeichnete Gerade an. An 
diesen beiden Punkten tragen wir die mit a 5 
Tw 
multiplizierten Leitwerte G3o9., bei den Fre- 
quenzen 282 bzw. 234 kHz und die mit der gleichen 


*Zahl multiplizierten und zu G3o— konjugiert kom- 


plexen Leitwerte bei den Frequenzen 402 bzw. 
450 kHz an und kommen zu dem in Bild 23 mit 
3.2 — w bezeichneten Punktepaar. Der EinfluB der 
Leitwerte bei den Frequenzen 52 + w, 7Q +o 
usw. ist so klein, da wir ihn vernachlassigen kénnen. 
So brauchen wir nur noch die mit 4/7? multiplizier- 
ten und zu Go konjugiert komplexen Leitwerte 


> 


- 
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L034 (108) 
32-w 


“282 (60) 


x7L.02(60) 
10a) — 34 


Bild 27. Scheinleitwert @ von TiefpaB, Modulator-Ausgangsiibertrager und Vorwider- 
stand Wox der Schaltung nach Bild 22. KS Sodan nee 


an die entsprechenden Punkte der bis jetzt kon- 
struierten Ortskurve anzutragen. Wir interpolieren 
zwischen dem 60- und dem 108-kHz-Punkt linear, 
tragen an die so gefundenen Punkte die zugehérigen 


4 
Werte — Gj—» an und kommen zu der gestrichelt 


gezeichneten Ortskurve. Sie stimmt dem Betrage 
nach auf etwa 5% genau mit der gemessenen iiber- 
ein. Vor allem aber ist der Frequenzgang der beiden 
Kurven in allen Hinzelheiten gleich. Der Schein- 
widerstand bei 80 kHz ist praktisch reell und hat 
den Betrag 364 Q. Wir berechnen mit seiner Hilfe 
noch die Modulatordémpfung. Sie ist nach Gl. (11) 


_ mInit ay ~ 0 


304 


738 1,14N — 0,22N = 0,92N. 


il 
aMod = In TGs ry In 
Dieser Wert stimmt im Rahmen der MeBgenauig- 
keit mit dem gemessenen Wert von 0,9N iiberein. 


6. Véllige Vermeidung der Modulatordimpfung 


Im 4. Abschnitt hatten wir gefunden, daB die 
Kombination widerstandsreziproker Filter beziig- 
lich der Modulatordampfung giinstiger ist als die 
Kombination zweier Filter mit gleichem Schein- 
widerstandsverhalten. Wir ermittelten dabei als 
theoretische Mindestdimpfung 0,35N. TucksEr [2] 
hat aber bereits darauf hingewiesen, daB es bei 
widerstandsreziproker Anpassung moglich ist, die 
gesamte Eingangsleistung des Modulators in den 
Bereich der Nutzfrequenz umzusetzen und damit 
die Dampfung auf die reine Verlustdampfung des 
Modulators infolge der endlichen DurchlaB- und 
Sperrwiderstande der Dioden zu beschranken. Diese 
Dampfung ist bei Verwendung guter Dioden so ge- 
ring, daB der Modulator praktisch keine Daémpfung 
aufweist. Betrachten wir nun nochmals die Kom- 
bination JI—T, deren Daimpfung wir im 4. Ab- 
schnitt niherungsweise bestimmt hatten, so finden 
wir, daB auch dort sich im Modulator und in seinem 
AbschluBwiderstand R2 nur ein Strom mit der Nutz- 
frequenz ausbilden kann. Es wird also die gesamte 
Hingangsleistung nach der Nutzfrequenz verlagert. 
Die Dampfung von 0,35N riihrt nur daher, da wir 
dem Eingangswiderstand Ry des Filters Fg einen 
gleich groBen Widerstand vorgeschaltet haben, in 
dem die Halfte der Leistung bei der Nutzfrequenz 


verbraucht wird. Wir benédtigen diesen Vorwider- 
stand, um den richtigen Frequenzgang zu erzielen. 
Denn wir hatten angenommen, bei der Filterberech- 
nung sei der Frequenzgang der Betriebsdimpfung 
vorgegeben worden. Nun kénnte man aber auch bei 
der Berechnung den Frequenzgang des Verhalt- 
nisses Hingangsspannung zu Ausgangsspannung 
vorgeben. Dann miiBte das Filter an die Bezugs- 
spannung ohne Vorwiderstand direkt angeschlossen 
werden. Nehmen wir einmal an, wir hatten Dioden 
mit dem Durchlafwiderstand Rp = 0 und dem 
Sperrwiderstand Rgp = 9, so lage in der Schaltung 
nach Bild 9 der Widerstand Rg direkt an den Klem- 
men |’, 2’. Nehmen wir wieder an, das Filter Fs be- 
sitze nur bei der Nutzfrequenz einen endlichen Ein- 
gangswiderstand und bei allen anderen Frequenzen 
den Hingangswiderstand unendlich, so entsteht 
wieder nur ein Strom mit der Nutzfrequenz. Die 
gesamte Leistung wird nach der Nutzfrequenz um- 
gesetzt und an den Widerstand Ez abgegeben, die 
Dampfung ist also gleich Null. Diesem Vorteil steht 
aber neben den im 4. Abschnitt geschilderten 
Schwierigkeiten, die sich beim Zusammenschalten 
widerstandsreziproker Filter ergeben, auch noch der 
Nachteil gegeniiber, daB die Filter jetzt ohne Damp- 
fung iiber den Modulator hinweg verbunden sind. 
Beim Zusammenschalten von Filtern mit zuein- 
ander reziproken Widerstinden kénnen aber sehr 
tiefe Einbriiche in der Sperrdampfung auftreten. 
Deshalb ist bei dieser Schaltungsart Vorsicht ge- 
boten. 


Herrn Dipl.-Ing. K. Gearuery danke ich fir 
einige wertvolle Diskussionen tiber Filterfragen. 
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Die Schicht des Magnetbandes wird als Gesamtheit von nach Lage und Richtung zufallsmahig 
verteilten magnetischen Elementarbezirken aufgefaBt, Jeder Bezirk sei ein kubischer Kinkristall, 
dessen magnetisches Moment in eine Achsrichtung fallen mu. Es wird angenommen, daf das 
remanente magnetische Moment jedes Teilchens der maximalen magnetischen Feldstarke, der es 
wiihrend des Schreibvorganges ausgesetzt war, und dem Kosinus des kleinsten Winkels zwischen 
der Feldrichtung und einer seiner Achsen proportional ist. Die Spannung, die unter diesen An- 
nahmen an den Klemmen des Wiedergabekopfes erscheint und ihr Integral, das das verrauschte 
Empfangssignal darstellt, werden fiir ein sinusformiges und ein rechteckiges Signal berechnet. 
Insbesondere wird der Fall des sinusférmigen Signals mit Hilfe der Korrelationsfunktion dis- 
kutiert; Die mittlere Rauschamplitude schwankt im Rhythmus des Signals, aber die spektrale 
Verteilung der Rauschleistung hangt, im Gegensatz zu einer weit verbreiteten Ansicht, nicht von 
der Signalfrequenz ab; die Rauschleistung pro Hertz fallt exponentiell mit wachsender Frequenz. 


The active layer of magnetic tape is considered as consisting of elementary magnetic domains 
with random positions and orientations. Each domain is supposed to be a single cubic crystal 
capable of carrying a magnetic moment in a direction parallel to one of its axes only. It is assumed 
that the remanent magnetic moment of each particle is proportional to the maximum magnetic 
field strength it had been exposed to during the recording process, and to the cosine of the smallest 
angle between the direction of the field and one of its axes. The voltage that, under these assump- 
tions, appears across the terminals of the reproducing head, and its integral, representing the 
received signal plus noise, are calculated for a sinusoidal signal and a rectangular pulse. In par- 
ticular the case of the sinusoidal signal is discussed with the aid of the correlation function: The 
average noise amplitude shows a time variation at the rate of the signal, but, in contrast to 
a wide-spread opinion, the spectral distribution of the noise power does not depend on the signal 
frequency; the noise power per unit frequency falls of exponentially with increasing frequency. 


Kinleitung 

In einer fritheren Arbeit [1] wurde untersucht, wie 
sehr ein jungfrauliches bzw. entmagnetisiertes Ton- 
band beim Abspielen rauscht, insbesondere, welche 
spektrale Verteilung des Rauschens auftritt und wie 
diese von der Banddicke, vom Abstand Lesekopf- 
Band und von der Bandgeschwindigkeit abhiingt. 
Es wurde dabei angenommen, dai eine raumlich 
statistische Verteilung von Elementarmagneten mit 
ebenso statistischer Orientierung vorhanden sei. In 
die Formeln geht dann nur die mittlere Anzahl der 
Elementarmagnete pro cm? und deren magnetisches 
Moment m ein. 

Viel interessanter und fiir die Praxis von weit- 
tragender Bedeutung ist die Frage, wie sich das 
Rauschen verandert, wenn dem Tonband ein Signal 
aufgepragt wurde. 

Zur Losung dieser Frage miissen wir etwas naher 
auf die physikalische Struktur von Tonbandern ein- 
gehen, miissen allerdings auch hier vereinfachende 
Annahmen machen und uns bemiihen, die wesent- 
lichen Gesichtspunkte nicht aus dem Auge zu ver- 
lieren. 

Wir stellen uns, wie in der fritheren Arbeit, ma- 
gnetische Elementarbereiche vor, aus denen das 
Band aufgebaut ist. Ihre réumliche Dichte schwanke 
in adhnlicher Weise wie die Dichte eines Gases in 
einem Volumen. Die Orientierung der Elementar- 
bereiche soll, wie die der Verbindungslinie zweier 
Atome bei einem zweiatomigen Gas, fiir jeden Raum- 
winkelbereich gleich wahrscheinlich sein. Jeder Ele- 
mentarbereich sei ein Kinkristall, den wir uns der 


Einfachheit halber kubisch vorstellen, wie es etwa 
bei Eisen der Fall ist. Innerhalb eines Einkristalls 
gibt es sehr viele WeiBsche Bezirke mit einer Magne- 
tisierung parallel oder antiparallel zu einer der drei 
Kanten. Im Mittel kommt jede dieser Magnetisie- 
rungsrichtungen gleich haufig vor. Nach auBen wirkt 
daher ein solcher Einkristall praktisch als unmagne- 
tisch, wenn wir von dem sehr kleinen Restfeld ab- 
sehen, das daher riihrt, daB sich die WeiBschen Be- 
zirke in ihrer parallelen bzw. antiparallelen Einstel- 
lung nicht vollstandig kompensieren und daher Ver- 
anlassung zu einem Restdipolmoment geben, das bei 
der Theorie des Rauschens eines entmagnetisierten 
Tonbandes zugrundegelegt wurde. 

Wird jetzt ein solches Band magnetisiert, so 
wachsen diejenigen WeiBschen Bezirke durch Bloch- 
wandverschiebung an, deren Magnetisierungsvektor 
mit dem von auBen aufgepragten Magnetfeld den 
kleinsten Winkel einschlieBt. Die GréBe der anderen 
WeiBschen Bezirke nimmt ab. Bei geniigend groBem 
auBeren Feld ist schlieBlich der ganze Hinkristall in 
Richtung derjenigen Kante vollstindig magneti- 
siert, die den kleinsten Winkel mit der Richtung des 
auBeren Feldes einschlieSt und behalt diese Magne- 
tisierung auch bei Verschwinden des duBeren Feldes 
bei. 

Wir wollen jetzt ferner annehmen, da8, wenn ein 
Tonband an einem Schreibkopf vorbeilauft, ein Ein- 
kristall ein dem Maximum des vom Schreibstrom 
erzeugten Magnetfeldes proportionales Dipolmoment 
festhalt, dessen GréBe auBerdem dem Kosinus des 
Winkels zwischen Feldrichtung und Magnetisie- 


a ae, 
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rungskante proportional sei. Das Maximum des 
Feldes befindet sich fiir ein am Schreibkopf vorbei- 
laufendes Teilchen bei einer Modulationsfrequenz, 
deren Periode gro8 ist gegeniiber der Zeit, die ein 
Teilchen braucht, um die Wirkungssphiire des 
Schreibkopfes zu durchlaufen, direkt iiber dem 
Kopfspalt und hat eine zur Bandgeschwindigkeit 
parallele Richtung. Das Band wird also parallel zur 
Bewegungsrichtung magnetisiert, spaltnahe Gebiete 
starker als spaltferne. Das remanente Dipolmoment 
liegt parallel zu einer der Kanten, und zwar zu der- 
jenigen, die den kleinsten Winkel mit der Feldrich- 
tung einschlieBt. Die Kristallachsen sind statistisch 
verteilt, ferner schwankt die Partikeldichte stati- 
stisch. Da die GréBe des remanenten Dipolmomen- 
tes dem Signal proportional ist und das Rauschen 
durch die unregelmaBige Anordnung gerade dieser 
Dipolmomente verursacht wird, so bleibt ein Rau- 
schen iibrig, dessen mittlere Amplitude dem Signal 
proportional ist. Wir konnen es in zwei Bestandteile 
zerlegen, namlich in Orientierungs- und Dichterau- 
schen. Das erstere kénnte durch Ausrichtung der 
Einkristalle bei der Formierung des Tonbandes be- 
seitigt werden, das zweite nur durch weitere Ver- 
minderung der Partikelgr6Be; man scheint jedoch 
hier bereits an der Grenze angelangt zu sein, bei der 
der Ferromagnetismus in den Paramagnetismus 
ubergeht. 

Abgesehen von dem soeben geschilderten Rau- 
schen, das dem Signal proportional ist, treten noch 
weitere Rauschursachen auf; hierzu gehoren z. B. 


‘die unstetigen Vorgange, die dem Barkhauseneffekt 


zugrunde liegen. 

Wir wollen jetzt, aufbauend auf den oben ent- 
wickelten Vorstellungen, etwas Quantitatives iiber 
das Modulationsrauschen erfahren. 


1. Die Windungsspannung am Lesekopf 


Das magnetische Potential von N Dipolen, die 
sich an den Orten rz (k = 1, ... , N) befinden, ist 
gegeben durch 


(1) 


my ist das Dipolmoment eines Einkristalls, dessen 
Betrag wir dem an der Stelle 7, vorhanden gewese- 
nen Magnetfeld, hervorgerufen durch den Schreib- 
strom, und dem Kosinus des Winkels @ zwischen 
Magnetfeld und Kantenrichtung des Einkristalls 
proportional setzen. Da das Magnetfeld des Schreib- 
stromes mit der Entfernung vom Spalt abnimmt, so 
setzen wir also an 


ait om 


Bild 1. Geometrische Lage des Magnetbandes. 
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a Ho (zz) cos 
2 aa 2 


Aus Bild 1 ist die geometrische Anordnung ersicht- 
lich: Die z-Achse ist mit der Geschwindigkeitsachse 
identisch. Das Band hat die Breite b und die Dicke d. 
Der Schreib- und Lesespalt hat die Richtung der 
x-Achse. 

In Koordinatenschreibweise hat man 


yp —* 
N 
LS) Mea (® = we) + Mey (Y = YR) + Mee (% — Ze) 
4m pai [(w — xx)® + (y — yx)? + (z — 2x)2]8/2 
Nun tragt aber die a-Komponente des Dipol- 
momentes nichts zum Flu8 durch den Lesekopf bei, 


da der Spalt die x-Richtung besitzt. Fiir die y- und 
z-Komponente gilt 


| mie 


Mry = |mx| sin Dy, sin Mx, 
Mrz = |mx| cos Px. 


Jy ist der Polarwinkel gegen die z-Achse, px der 
Azimutwinkel um die z-Achse, dann ergibt sich fiir 
das den Flu8 verursachende magnetische Potential 
mittels Gl. (2) 
Dy a a Ho (zx) COS Dr 
aE Yk (3) 
_ sin Je sin PE (Y — Yr) + COS Dx (2 — 2x) 
oS Ye Uno (2 er )ejee 

Die Summation erstreckt sich iiber alle N Dipol- 
momente, die sich in einem Volumen 6 d 1 befinden; 
list die Lange des Tonbandes, die wir spaéter gegen 
unendlich gehen lassen; d.h. z, befindet sich im 
Intervall —l/2 < 2, < 1/2; yx in einem Intervall 
Ym < Yk < Ym +d und xz in einem Intervall der 
Breite b. 

Die GroBe vy; kann jeden Wert zwischen 0 und 27 
annehmen. %;, dagegen kann sich nur im Bereich 
von 0 bis 7/4 bewegen; denn ein weiteres Verdrehen 
des Einkristalls wiirde zur Folge haben, dai eine 
andere Achse einen kleineren Winkel mit der Feld- 
richtung einschlieBen wiirde. Beschrankt man den 
Winkel 3; mathematisch auf einen beliebig kleinen 
Winkelbereich um 2; = 0, so erhalt man den Fall, 
daB die Einkristalle ausgerichtet waren. Diese 
Moglichkeit wurde eingangs erortert und als auf die 
Rauscheigenschaften verbessernd einwirkend ge- 
kennzeichnet. 

Die magnetische Feldstarke H, folgt aus Gl. (3) zu 


ue 


ow (o a Ho (Zr) COS Ox 0 
ne Of Ane ( oy 
y Wipe Yk Yy 
sin 0; sin pr (y — Yr) + Cos Ox (z — 2x) 
[(ae — an)? + (y — yx)? + (@ — 2x)? ]9? 
H oa ~ Ho(zx~) cos Bx, 0 ; 
ee? Ate Yk OYk 


sin 0; sin pr (y — Yr) + cos Px (z — 2x) 

Gira (ye) ate eek) 
Diese Feldstarke ist an der Stelle y = 0 zu nehmen. 
Da der Lesekopf als aus hochpermeablem Material 


: ia 2.9, eee 
bas ah, Dots er ; 
ve = oe 


x on z 
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bestehend angenommen wird, so kommt durch Spie- “Mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung, daB sich _ 


gelung ein Faktor 2 hinzu (vgl. [1]). eine Partikel irgendwo im Volumen bdl befinden i 
ae Hiermit ist die magnetische Feldstirke gegeben kann, ergibt sich bekanntlich eine Dichte- r ; 
eas — durch schwankung im Bande nach Art einer GauBvertei- 

ages N lung um den Mittelwert, ganz analog zur Dichte-_ 
oe Ho(z yD 0 g > s 
es 4, oe oa 0 (2%) CO8 Ve 5 (4 verteilung in einem idealen Gas. Die GréBe 1 lassen 
; tas : ee ? Yi . ) wir, wie gesagt, spaiter gegen unendlich gehen bei 
eee Dy Sin Pr YR + COS Ox (2 — 2x) gleichzeitigem Anwachsen der GréBe N = Ni bdl, 
[( — ay)? + yZ + (2 —2x)2)9/2  * wobei Nj jetzt die mittlere Anzahl der Einkristalle 
: ‘ pro Volumeneinheit bedeutet. : 
Der in den Kopf tretende FluB lautet dann bei Be- Wir setzen jetzt fiir die Wahrscheinlichkeiten an: 
wegung des Bandes mit der Geschwindigkeit v ; 
wt 00 2 © W (ak, Yes 2k Ve, Ox) day dy, dzx dp, dx, = (7) 
@D = po | dz | da Hy (x, z) = —puo J dz J dx Hy (x, 2). day, dy, dz, dy, sind, dx 4 
—12 oo vt —oo rata ta “Sarvt. Colina RM 
: ; Dae mba 2 acti « 
Die Windungsspannung @ wird dann schlieBlich ! sin 0 dO x ‘2 
dd r x, Die Groke I ergibt fiir 09 = 7/4 die Erschei 
eee on eS H ae o ergibt fiir Jo = 7/4 die Erscheinungen 
dt et ov | re OF (5) bei Bandern mit Orientierungs- und Dichte- 


: Side ‘ hwankungen und fiir J — 0 die Erscheinungen 
Die Integration iiber x kann in Gl. (4) sofort aus- ph ee oe Snes eee ; 8 
gefiihrt werden. Fiir die ee ay findet ° Pendertete etgtoh durch ich a 
earn CN TEP gen verursacht sind. 

Aus den Gl. (6) und (7) folgen jetzt Signal- und 
h — Ello < Ho (zx) cos 0, 0 Rauscheigenschaften nach den iiblichen Methoden 

ae gS Vk OYE ‘ (6) bei stochastischen Variablen. 

Wir wollen zunachst Gl. (6) in eine fiir die fol- 


‘ _ sin be BLE Yr + cos Ox (vt — zx) ; gende Rechnung bequemere Form bringen, indem 
“uy yy + (vt — 2x)? wir die Zeitfunktionen durch Fourierintegrale aus- 
Re driicken: 


_ %&Mo = Ho (zx) cos Ox 


hs Ail =e) Yk 


—oco 


0 ( d ree Sire Bae huss oa Ni 
. ea = sin ?, sin gx | eq lelugir+io tz!) J) i cos Oy J e lalugle+ia(—zq/0) sen wd |. 


Fiihrt man die y-Differentiation aus, so folgt 


N *S 
. % Lo Ho (2x) ( _—Jalypjv-+-io¢—zzlo 
Dt — Yp/V+1e ( 2/0) ‘ : i 3 42 
(t) a on \« (| o| sin % sin pz cos Ox + icos? Ppa) dw. (8) 
Diese Form ist besonders zweckmaBig, wenn man etwa hinter dem Lesekopf eine Integration durch- ; 
fiihrt oder allgemein ein beliebiges Filter anschlieBt; dann ist nur unter dem Integral die Ubertragungs- 
funktion multiplikativ zuzufiigen, fiir eine reine Integration lautet die Ubertragungsfunktion 1/iw . 
daher ist 4 
apo Holee) f 
hoy k —|olyz./0 +i (t—2,,/v) ¢ 5 é c 
a DOR e k kW (cos? Oy — isgn@ sin J; cos Px sin px) da. (9) : 


lens} 


Indem wir jetzt statt der Fourierintegrale wieder die Zeitfunktionen einfiihren, ergibt sich eine zu 
Gl. (6) analoge Form, die uns AufschluB gibt tiber den zeitlichen Verlauf der von den einzelnen Ein- 
kristallen erzeugten Durchflutungen @ (t) : 


Vt — 2 
ye + (vt — 2x)? |” 


ie 
oy = Ho (zx) cost oO Yk 


a: nue one + sin J; cos 0; sin Mx (10) 


2. Die Signalspannung am Lesekopf bei kosinusférmiger Modulation und Impulsmodulation 


Wir wollen annehmen, daf hinter dem Lesekopf eine Integration stattfir ie i i 

\ 3 aK e ndet. Die int 

ist somit aus Gl. (9) bzw. (10) zu errechnen. i eee caren ae 
Setzen wir Ho(z) = A cos woz/v, so entsteht aus Gl. (9) und (7) fiir d yr 

an (9) (7) fur den Erwartungswert von @(t) 


| 
4 ise 


hy - 4 
Mee) 2a vite 


| 
“> 
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Yn+d co °° 


ere . 
B {Pecos (t (t)} = = E a O} Nib | dy | dz | dw eW loluly +iat—z) cos wy z/v = 
¥ 


Ym 09 —00 
Ym+d ae 
= A una N1bE {cos? cos wot [mae 
; i) 
Ym 


Der Hauptbeitrag zum Integral stammt von der Stelle y — Wir ké dah a swel 
_ setzen (giiltig fiir kleine Banddicken d) ye eae” tigers 


? A Ni, bdE a, 
" E {Deoos (t)} = A po Ni bd E {cos? B} e@~ oYm|/v cos Mot. 
Fiir einen Rechteckimpuls der zeitlichen Dauer 27 gilt 


(12) 


‘ Ho(z) =A | ENSUE eae dé. 
, me 
‘Also ist Ss 
ile fr co (ey evn) ' 
E {Pimp (t)} = — E {cos? 8} Nib A |= vet | | | dw dé dze~lely/v+io(t—z)r) URS Geis Es 
Um Jer —oo —oo 
mia i) ‘ 
= a oN, b A E {cos? 3} | ae | de SOOT giet—lolyle — 
y a) 

. Um Se) 
& Um+ Tt . 
4 Be Vib AW foe a)» dy déy 
¥ T Ui Clee ad eae 
¥ Um 
4 Bild 2. Zeitlicher Verlauf des magnetischen Flusses 
_  Naherungsweise entsteht hieraus beim Lesen eines Rechteck-Impulses. 
e 4 v(t—1) 
, a oN, b A Efcos? #} vd | dé a po N1b A Efcos? 3} d dn 
: E {Dimp (é)} = et 
. {Pimp (t)} = P-L ePESD? = pen 
. Keo —v(t+t) 
‘ Im Bild 2 ist der Verlauf dieser Funktion wiedergegeben. 


Die Einschwingzeit ist, wie man aus Gl. (14) erkennt, gegeben durch At=rym/v  (t > 1). 


3. Die Rauschspannung am Lesekopf 


Wir haben zwei Moglichkeiten, die Rauschspannung zu diskutieren: als Funktion der Zeit und spektral. 
Die erste Betrachtungsweise gibt uns naheren Einblick in den Zusammenhang zwischen Signalamplitude 
und Rauschamplitude und diirfte besonders fiir Fragen von Interesse sein, bei denen es sich um die Ge- 
nauigkeit handelt, mit der ein Zeitpunkt auf dem Band festgehalten werden kann. Die zweite Betrachtungs- 
weise ist dann angebracht, wenn man nach dem Verhaltnis von Signal- zu Rauschleistung in einem 
Frequenzband fragt. 

Der Ausgangspunkt aller Mittelwertsberechnungen ist die Korrelationsfunktion. Fiir eine Funktion 
}, etwa die Spannung, die von der Zeit ¢ abhangt, ist sie gegeben durch! 


T 
1 pa eeee eee 
K(x) =tim sm | HOM + Nat = FOND. (15) 
T— co 
—f 
K (rz) laBt sich als Fourierintegral darstellen 
K (rt) = | w(a)ei** da, (16) 
1 co 

dessen Umkehrung w(@) = ore | I(t) e327 de (17) 


lautet. . 
1 Das Zeitmittel ist durch Uberstreichung gekennzeichnet. 
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Die Spektralfunktion w(@) hat die physikalische Bedeutung eines Spannungsquadrates pro Fre- 


quenzeinheit. Dies erhellt sofort aus Gl. (15) und (16), denn es ist ersichtlich K (0) = f? = J w(o) dw 
das spektral dargestellte Spannungsquadrat. 

Nun hinge die Funktion /(t) noch zusatzlich von gewissen statistischen Parametern ag (k = Lea. 
Dann ergibt sich die spektrale Leistungsdichte nach Gl. (17) wiederum aus der Korrelationsfunktion 
K(z), in die nach Gl. (15) aber noch die Wahl der Parameter a; eingeht. Der Erwartungswert fiir w(@) 
entsteht daher aus dem Erwartungswert fiir K(t). Die Korrelationsfunktion ist daher durch zeitliche 


und Schar-Mittelbildung zu gewinnen 
K(x) = B{f(t, ax) f(t-+ 7 a). (18) 
Die beiden Operationen sind vertauschbar. : 


Bilden wir von der Funktion f(é, ax) f(t + t, a¢) nur das Scharmittel, also E {f(¢, ax) f(t + t, ax)} und 
stellen diese GréBe durch ein Fourierintegral dar 


E {f(t, ag) f(t + t, ax)} = J w(o, t) ei?" do, (19) 
so lautet dessen Umkehrformel 
] : 
wos) = gee | BA boas) (EF ty ayy} et dr. (20) 


Das Spannungsquadrat pro Frequenzeinheit w(@, ¢) ist also zeitabhangig. Nur bei rein stationaren Pro- 
zessen ergibt bekanntlich eine Scharmittelung eine Zeitunabhangigkeit; es ist hier dann 


w(w,t) =w(o). 


Durch Integration iiber das gesamte Frequenzspektrum entsteht aus Gl. (20) 


Julo, t)dw = E {f2(t, ax)}. (21) 


Diese GréBe entspricht somit einem zeitabhaéngigen Spannungsquadrat, aus dem durch zeitliche 
Mittelbildung wiederum das zeitunabhangige normale Spannungsquadrat hervorgeht. | 

Wir berechnen jetzt zunachst die Funktion E {f(¢, az) f(t + t, ax)} und spezialisieren uns auf die durch ) 
Gl. (10) gegebene Zeitfunktion @(t). Dann gilt mit Ho(z) = A cos woz/v 


\ 


N 
Aa Mo ) COS Wo Z%/V COS Wo 21/0 
een 


oN OU +1 =( 


Tt YRYl 
4 “cos Ona ve 5 + sin J; cos Px sin ME -> EE (22) 
ae (ot — ee? w+ ot — ay 
Yl : : VE ty ey 
> | cos? 3, = + sin 3; cos # sin ~ — . 
| ye + (w(t +) — 202 ei sence aes Oise = 


Wir spalten diese Summe auf in zwei Bestandteile 


Bei der Scharmittelbildung gemaf® der durch Gl. (7) angegebenen Verteilungsfunktion entsteht hieraus 
2 

B{DDHU+1)} =| Nb |B{cost 0} \ 

sin? ? cos? | \ cos? wo z/v (vt — z) (v(t + 

: (2 


| . J) y2(y2 + (vt — 2)2) y? + (v(t + 1) — 2)? IJ 2 
N 


ax Uo A ) ; \ cos @oz/v dy dz ie COS Wo 2/v dy dz 
cid 15} 0s?) 0 y 
+( es ppl ¥| erry ae E {cos 031 |\\ = —peoeee r7 E {cos? P| . 


Ox, bedeutet hier das Kroneckersymbol 


ax Uo A cos? wo z/v dy dz 


(+ wt— 2+ E+) 2A] 
7H) z) dy dz | 
( 


UL) ee eel 
OH =T0f au eee 


Ersetzen wir tiberall cos? wo2/v durch > (1 + cos 2m 92/v) und fiihren wir fiir vt — z baw. v(é + t) — zeine 
neue Integrationsvariable ein, so folgt fiir die Korrelationsfunktion 


wr ‘ 
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A 
; 
‘ 


meters (s4) fein fear eames 


LE [= 0 cos? *| \ dy [1 + cos 2 qao/v (E + vt)] E(E — vt) =| 


2 y+ Eye + Eve) ey 
a uo A \? Ni b(Nibdl — 1) : '( cos wo/v(& + vt) dy dé 
Sie ae oe 
; \ Cos wo/v(— + v(t + 7)) dydé 
Uote ee 


Nun lassen wir / — oo gehen, ferner ersetzen wir im 1. Summanden den Kosinus durch die Exponential- 
funktion und verabreden, von der nunmehr entstehenden komplexwertigen Korrelationsfunktion spater 
nur den Realteil zu nehmen. Wenden wir im zweiten Summanden auf die Kosinusse das Additionstheorem 
an, so bleibt nur der in € gerade Bestandteil iibrig. Wir diirfen dann hier aus demselben Grunde wieder die 
Exponentialfunktion schreiben. Es gilt dann 


fwd BNO (a, \ dy dé | 
BODE + 9} = fr ele IN Geen E— one) | 
mys die sv dy dé sin? # cos? } dy &(€ — vt) dé 
f 4 Ziwyt Y + {{\ 2 
+ E {cos! Pe \ Go: SD Cue a GEE 2 y2(y2 + €2) (y2 + (E — v7)2) 


(24) 


LE p= 3 cos? “I or \\ E(E — v T) eAleoslv dy dé | 
| 2 J} (y? + 8) (y2 + (E — 0 2)?) y?] 


@iMo §/v d ei §/v d dé 
> COS Wot COs W t-+1)\\ Saray || y dé. 
ae Gree M\Nepee 
Nun bedeuten in 7 periodische Bestandteile bei einer Korrelationsfunktion diskrete Spektren, in t un- 
periodische Bestandteile kontinuierliche Spektren. Daher ist der erste Summand in Gl. (24) die zum 
Rauschen gehérige, der zweite Bestandteil die zum Signal gehérige Korrelationsfunktion. Fiir t = 0 geht 
diese aber in das tiber alle Frequenzen sich erstreckende Spannungsquadrat iiber. Nennen wir dies beim 
Rauschen oj, so gilt 


4 \2 ' Zia Ev Jad 
oR = (“Hs Bie iE {cos! }} ‘\\ GP? + Ee a + elect \ : z | 
Tt ev 


2 
! (“| N262[E {cos? 9} - 
TT 


. 


2 P+ ep +eP 5 
LE fsin? ? cos? “| \ E2 dy dé | @ Zio! \ Eten aeiedy =| ; 
grass }) y2(y? + &2)2 y2(y2 + &2)2 
Fiir die Signalamplitude dagegen ergibt sich in Ubereinstimmung mit Gl. (11) Se oe 
* eivoélv dy dé fs dy 7 x 
“aU A e Yy 3 DEN ryan Ff p—woylt 
E {@s(t)} = = NDE {eos?} cos wot || SE =auoAN1bE {cos H} cos wot | y e€ ; 


Ym 


In o% miissen wir entsprechend unserer Verabredung die GroBen eit ersetzen durch cos 2@ot. Die in 
Gl. (25) auftretenden &-Integrale lassen sich mit Hilfe der Residuenrechnung auswerten, so daB sich 
schlieBlich ergibt : 
augA \*2Nyb Prue CUTE. ws mee © | ae Se 
o% = ( el 5 E {cos? #} Doi aa En se e ae + 


pee “ + cos 2ont\ # [ y 28) e-eonas| |, 


I 20 


9 


ees) 1 yey ye 2y ' 
Ym+d 
es HAN pou pos we “|\3 (1 + cos 2 wot eel?) + 
| a Um+d 
Seal |cost = | cos 2wvot| e 2eoylv | 


Um 


i i I i y é merken wir, da die Hauptbeitrage zu 
sreinfach in der Diskussion der Formeln (26) und (27) bemer , dal rag 
ae raeeeaiee as den kopfnahen Gebieten stammen. Wir vernachlassigen daher die Potenzen 1/y? gegen- 
her 1/y3 und geben dem Band eine sehr geringe Dicke d. Dann folgt aus Gl. (26) baw. (27) 


_ a ue. 4 ~ . 
a Span ied dt | <a , oh es i ~ : N 
RRS Pi tain Ca aca SMEAR Meee aa Sk 9 three ala 
7, i ie ” An "5 +e 3 
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en Wo dni 


E {@g (t)} — api AN, bdB {00828} cos wot 


a? uo A? Nibd » punta | 


? 


a Sgt z- (1 + cos 2 wot e~ 200 ¥ml”) 
4 


os4 
4x B {eos er 


3 . 
| F 1 [cost 04 is 8 sin ee | bd Ny | : 
ada! 1 + e~ 204ml? cos 2.wot. 
oder . OR 5) Sc V ai 0 
Die mittlere Rauschamplitude og schwankt also genau im Rhythmus der Modulationsamplitude. 
Bei den Nulldurchgingen der Modulationsschwingung, also fiir cos wot = 0, bleibt eine Restamplitude 


bs 
4 
a 


_ des Rauschens iibrig, die durch roar sine O cos2 
‘A B eos oe | bd Ny Beat, 
a M0 2 Lis 
is ip 2a Ymlv 
OR, 2, Ye, I a 


gegeben ist. Fiir groBe Geschwindigkeiten kann die Exponentialfunktion durch ihr Tayloranfangsglied er-" | 
setzt werden; es bleibt dann 


ne, , Bfeostg 4 Fe A yay 20 2 «wo ‘a 
is ome (30) 4 
2Ym TU 4 

iibrig. Erst fiir v — oo verschwindet op, . 4 


Bei Rauschmessungen interessiert der zeitliche Mittelwert des Rauschspannungsquadrates. Wollen wir 
dessen spektrale Verteilung wissen, so miissen wir zu Gl. (24) zuriickkehren und eine zeitliche ae 
vornehmen. Bei der Korrelationsfunktion fiir das Rauschen verschwinden dann die mit e7'»' behafteten 
Beitrage und es gilt “7 


E {D(t) DU TVhransren = ( _ y3 a AJ {B {cost #\\ (yea e2 ihe ace eye : 


t 4 2 “| \ - dydé&(é — vt) ; 

: 2 wT Pye + Eon 
Ph . a uo A \2 NZD? elmoslo dé dy \2 ss 
oo RP nen =| SH) yl Ron el | er | : 
iy Die Signalleistung E {Ps} ergibt sich hieraus fiir 7 = 0 zu : 
a Ymtd 2 4 
a saa e~ oy? 
N E {Ps} = (a wo A)? [E {cos? 3} ]? | dy |. (31) = 


Ym i= 
Um zur Rauschleistungsdichte w(q) zu gelangen, miissen wir die Integraltransformation Gl. (17) anwenden. _ a 


Demzufolge handelt es sich jetzt darum, folgende Integrale auszuwerten 


1 \\ dy dé e—i#* dr Salt 1 -\\\. dy d&&(£ — vt) e~i#* dt 
2m J)) (y? + &) Ly? + (€ — 97)?] 2 y? (YP iE) lytic E rOe) a 
Beide Integrale sind mit Hilfe der Residuenrechnung einfach auszuwerten und ergeben den poet Wert, 
namlich Um+d 
oo =| Yo Saati 
ye 
Ym 


Die spektrale Leistungsdichte w(q) lautet daher 


Ym+d 
DUNG Dict UGA 2 dy aoe ee sin? } cos? 3 
w (a) rie | P e 2lolyle B Bee o- 5 } (32) 
Um 
Beschrankt man sich auf nur positive pe so lautet die Rauschleistung im Intervall dw 
Nybo2p2 Az dy | cos? # sin? 
y+ — —204 / 
wt(w)dw = da ee oy yl? [cost + cee (33) 


Ym 


Die Rauschleistung und ihre spektrale Verteilung sind somit unabhangig von der Modulationsfrequenz 9. 


Schrifttum: [1] Mann, P. A., Das Rauschen eines Magnettonbandes. A.B.U. 11 [1957], 97—100. 
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In friiheren Messungen iiber die Frequenzabhangigkeit des GauBeffektes bei verschiedenen 
Halbleitern trat diese (transversales konstantes Magnetfeld, longitudinaler Wechselstrom) bei 
rechteckigen Plattchen bereits bei etwa 10 MHz auf. Dagegen lassen theoretische Betrachtungen 
uber die Beweglichkeit eine solche Frequenzabhangigkeit erst bei viel héheren Frequenzen er- 
warten. Zur besseren Klairung dieser Zusammenhange wurde der GauBeffekt von Corbinoscheiben 
aus Ge, InSb und In As im Frequenzbereich 0 bis 2000 MHz als Funktion der Temperatur (140 bis 
270° K) und der magnetischen FluBdichte (bis 10 kGauB) gemessen. Hierbei wurden sehr ausge- 
pragte Frequenzabhangigkeiten bei Frequenzen tiber 30 MHz festgestellt. Diese Frequenzab- 
hangigkeit wurde angenaihert durch Anwenden der Maxwellschen Gleichungen in qualitativer 

ereinstimmung mit den MeBkurven berechnet. Es handelt sich um eine, besondere Form der 
, Stromverdrangung“. 


The dependence of magnetoresistance effects on frequency (transverse d.c. magnetic field and 
longitudinal a.c. electric field) in semiconductor discs was found by previous measurements to be 
pronounced above some 10 Mc/s. On the other hand, the theory of mobility in such semiconduc- 
tors tends to indicate that this frequency dependence should start at very much higher frequencies. 
In order to obtain further data, a set of measurements on Corbino discs of Ge, InSb and In As was 
taken between 0 and 2000 Mc/s at temperatures between 140 and 270° K and at magnetic flux 
densities up to 10000 Gauss. A pronounced frequency dependence was found above some 30 Mc/s. 
This frequency dependence was calculated on an approximate basis, using Maxwell’s equations 
and the results are in qualitative agreement with measured curves. The phenomenon is obviously 
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due to a special kind of ,,skin effect”. 


1. Einleitung 


In einer friiheren Arbeit [1] haben wir iiber Mes- 
sungen an rechteckformigen Proben aus In As und 
InSb bei Zimmertemperatur berichtet. 

Im Gegensatz zu den bis dahin bekannten expe- 
rimentellen Hinweisen [2], [3], [4] konnten wir bei 
10 MHz eine schwache, bei 300 und 600 MHz eine 
starke Abnahme des GauBeffektes beobachten. 

Neuere Arbeiten an Germanium und bei wesent- 
lich héheren Frequenzen [5], [6], [7] zeigen jedoch 
zum Teil nicht iibereinstimmende Ergebnisse. 

Auf Grund der vorhandenen Theorie tiber die 
Hochfrequenzeigenschaften der galvanomagneti- 
schen Effekte [8], [9], [10] darf fiir Frequenzen 
wot <1 keine Frequenzabhangigkeit erwartet wer- 


den, wenn Tt die freie Relaxationszeit bedeutet. 


Erst fiir wt = 1 treten Resonanz- und Dispersions- 
erscheinungen auf. Die kritische Frequenz fi = 1/t 
liegt bei Zimmertemperatur fiir die meisten Halb- 
leiter bereits im Gebiet des Infrarot (t ~ 10-1}? bis 
1051s). 

Da unsere urspriinglichen Ergebnisse [1] — be- 
dingt durch die beiden freien Rander der rechteck- 
formigen Probe — die Vermutung von Skineffekt 
aufkommen lieBen, berichten wir im folgenden tiber 
Messungen an Corbinoscheiben. 

Die Corbinoscheibe besitzt die grétmdgliche 
, geometrische‘‘ Widerstandsinderung [11], [12] und 
ist ohne auBeres Magnetfeld aus Symmetriegriinden 
exakt skineffektfrei, wenn die Dicke h der Probe 
geniigend klein gegen die Hindringtiefe des elek- 
trischen Wechselfeldes gehalten wird. 


Die Rotationssymmetrie macht die Corbino- 
scheibe ferner einer analytischen Behandlung zu- 
ganglich [13], [14]. Wir geben hier jedoch nur die 
Ergebnisse an. 

Bild 1 zeigt die Anordnung der Probe. Das stati- 
sche auBere Magnetfeld Bo liegt parallel zur z-Rich- 
tung (Rotationsachse), das primare elektrische 
Wechselfeld E ist senkrecht dazu und hat radiale 
Richtung. 


Bild 1. Die Corbinoscheibe. 


2. MeBobjekte 


Als Ausgangsmaterial fiir die untersuchten Pro- 
ben aus InSb, In As und Ge dienten gezogene, zonen- 
gereinigte Kristalle von vorwiegend polykristalliner 
Struktur. Die Abmessungen der einkristallinen Be- 
zirke waren jedoch in jedem Fall von gleicher 
GroBenordnung wie die Gesamtabmessungen der 
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Probe, so da8 noch keine Abhangigkeit der Material- 
konstanten von der KorngréBe zu erwarten war. 
Im Interesse optimaler Homogenitat erfolgte der 
Schnitt senkrecht zur Ziehrichtung (111-Achse). 
Die gewiinschte Dicke wurde durch Planschleifen 
erzielt. 

Die Forderung h < d,, wobei 


» ds 
ae rae ikon (1) 
Wl weey 
die Eindringtiefe bei Halbleitern bedeutet [15] mit 
W £0 €r i Oe 
Vecare Tae 2) CN-— rea Ragen E: 
oO 02) 0 Mo Ur 


(o Leitfaihigkeit, m = 27/), fiihrt bei den verwende- 
ten Materialien und Frequenzen auf Dicken bis zu 
ca. 10 um. Gleichzeitig mu aus Griinden der Feld- 
symmetrie fiir hinreichende Planparallelitat gesorgt 
werden. An die Prazision des Schleifvorganges wer- 
den daher allerhéchste mechanische Anforderungen 
gestellt. 

Unter Verwendung von hochreinem Al,O3 (Korn- 
erdBe 0,003 bis 0,006 mm) als Schleifmittel und in 
staubfreier Atmosphare haben wir einwandfreie 
Schliffe von wenigen Mikron Dicke ausfiihren k6n- 
nen (Probe auf Glasunterlage gekittet). 

Niederohmige, sperrschichtfreie Elektroden am 
inneren und auBeren Rand der Corbinoscheibe wur- 
den durch galvanische Verkupferung (fiir hoch- 
ohmiges Germanium ist Gold geeigneter) erzielt. 
Wegen der geringen Schichtdicke mu8 allerdings 
ein leichtes Uberlappen der Elektroden auf eine 
Oberflache in Kauf genommen werden. 


3. MeBanordnung 


Fiir die Impedanzmessung im Frequenzbereich 
von 300 bis 2000 MHz wurde die klassische Re- 
flexionsmethode, insbesondere eine etwas modifi- 
zierte Methode der Minimumsbreitemessung [16], 
angewendet. — Bild 2 zeigt das Blockschema der 
hierzu bendtigten Anlage. 

Ist die Abmessung der Probe in Richtung der 
Leitungsachse (x-Richtung) sehr klein gegen 4/4 
(A Wellenlange im Vakuum), was im folgenden vor- 
ausgesetzt sein soll, so kann die Probe an der Stelle 
x = 0 konzentriert gedacht werden, d.h., die Feld- 
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Bild 2. Blockschema der MikrowellenmeBanordnung. 
Stabilisiertes Netzgerit, 7 Mischdiode mit 40-MHz- 


— 


2 MeBoszillator, ‘ ie a 

: Saree MeBleitung, 

3 Lokaloszillator, 9 30-MHz-ZF-Verstirker, 
4 Dimpfungsglied 10 MeBobjekt, 

5 Dampfungsglied, 11 Elektromagnet, 

6 TiefpaBfilter, 12 KurzschluBleitung. 


stirkeverteilung lings der Probe in «-Richtung ist 
konstant. 

Stellt man den KurzschluBschieber so ein, dab 
sich bei 2 — 0 ein Feldstarkeminimum befindet, so 
wird die Impedanz an dieser Stelle reell. 

Die Minimumsverschiebung xo ergibt sich dann 
aus der Differenz zwischen Liinge der KurzschluB- 
leitung und n - A/2. 


Aus der Gleichung 
+ as rari) 
Z m — j tan — . 
Ligne 2 7 xo 


1 — jmtan 


mit m = Epin/Emax (reziprokes Stehwellenverhalt- 
nis) folgt fiir die gesuchte _Impedanz Z 


Re (Z) =Zwm (3) 
und fiir kleine Axo 


on A: 
Im (ZA [Zell = yee 


pean (4) 


wenn Azo in Richtung Generator positiv gezahlt 
wird und Zy den reell angenommenen Wellenwider- 
stand des Leitungssystems bedeutet. 

Nach der Methode der ,,Minimumsbreite“ [16], 
[17] folgt fiir m Ane 
sin 
m= : ee) 


| — 1) + sin? (=) 


wenn Az den Abstand zweier Punkte gleicher Son- 
denspannung U in der Umgebung eines Feldstarke- 
minimums bedeutet, die der Bedingung |U| = 
x| U| min geniigen. 

Bedingt durch die hohe Leitfaéhigkeit der unter- 
suchten Materialien war im Rahmen der MeBge- 
nauigkeit an keinem Praparat fiir Bo = 0 ein 29 
feststellbar. Die als Funktion des Magnetfeldes auf- 
tretenden Minimumsverschiebungen Azo lagen 
durchwegs innerhalb der Praparatabmessungen, so 
daf Gl. (3) mit guter Naherung beibehalten werden 
darf. Experimentell konnte die Annahme bestatigt 
werden, wie aus Bild 3 hervorgeht. 

Wir haben die in Bild 4 dargestellte Probenan- 


ordnung in der MeBleitung gewahlt, um die bendtig- 


60 1 
x0.01mm | 


£ 
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Minimumsverschiebung 4x9 —> 
Anderung von Ax —> 


Praparatmitte 


—— 


Bild 3. Einflu8 der Verschiebung des Feldstarkeminimums 
aus der Praparatmitte auf die GroBen von Ax und 
Axo (f = 1900 MHz). 
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1 Priparat auf 
Glasunterlage, 
7) 2 Dielektrikum 
Y (Polyester), 
l) 3 Kontaktstellen 
y) (Leitsilber), 
4 Innenleiter. 


Ss 


i=0) 


Bild 4. Schematische Darstellung der Probenanordnung als 
Serienimpedanz im Innenleiter der MeBleitung. 


ten hohen Magnetfelder mit einfachen Mitteln 
(siehe Bild 2) erzeugen zu kénnen. Die dadurch be- 
dingte Leitungsinhomogenitiét setzt dieser Anord- 
nung eine obere Frequenzgrenze. Versuche haben 
jedoch gezeigt, da eine Stdrung dieser GréBe 
(|AZ/Zw|max ~ 15% induktiv bei f = 2000 MHz) 
noch vernachlassigt werden kann, wenn sich die 
‘Mitte der Stérstelle stets im Feldstarkeminimum 
befindet. Voraussetzung hierzu ist, da die*richtige 
Einstellung des Kurzschlufschiebers fiir jede MeB- 
frequenz nach der ,,Methode der Minimumsver- 
schiebung‘‘ [16] gefunden wird (Abstand zwischen 
Sonde und KurzschluBebene minimal), was weiter- 
hin voraussetzt, daB alle ibrigen Leitungsdiskonti- 
nuitaten vernachlassigbar klein sind. 


041 ee ee ee 
"120 160 200 ZEOR Ke e280 
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Bild 5. Widerstand einer Corbinoscheibe aus InSb (p-Typ, 
4,2-1015 cm-3, 3,4mm2@ xX 0,45mm@ x 0,26 mm) 
als Funktion der Temperatur fiir verschiedene ma- 
gnetische Induktionen Bo; MeBwerte fur 400 Hz 
(o—o) und 30 MHz (x x). 
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Wir haben diesem Punkt groBe Aufmerksamkeit 
geschenkt. Durch entsprechenden Umbau der vor- 
handenen MeBleitung (General Radio 874-LBA) 
und die Verwendung einer einzigen, sorgfaltig kom- 
pensierten Stiitze innerhalb der MeBstrecke konnte 
uber den ganzen Frequenzbereich eine maximale 
Unsicherheit des Wellenwiderstandes von ++ 1% 
eingehalten werden. 

Unter Beriicksichtigung aller MeBfehler sind die 
Impedanzangaben auf + 4° genau. 

Das statische Magnetfeld By wurde mit einem 
Elektromagneten (Polschuhdurchmesser 35 mm, Pol- 
schuhabstand 22 mm) erzeugt. Die Messung erfolgt 
nach einer ballistischen Methode, deren maximale 
Unsicherheit -+ 1% betragt. 

Die ,,Gleichstrommessungen“ erfolgten mit einer 
Prazisionsbriickenschaltung und — um den KEin- 
fluB von Thermospannungen zu eliminieren — bei 
einer Frequenz von 400 Hz. Kin Thermostat ge- 
stattete die Kinstellung von Temperaturen zwischen 
120 und 380° K auf + 0,1° K genau. 

In Verbindung mit einer Hochfrequenz-Briicken- 
schaltung konnte derselbe Thermostat auch fiir 
Messungen bis hinauf zu 30 MHz verwendet werden. 
Durch Eichung mit diinnen, skineffektfreien Kon- 
stantandrahten betrug der hdchste Fehler der 
Briickenmessungen bei 30 MHz +3%. 


4. MeBergebnisse 


Bei 30 MHz haben wir an einer Corbinoscheibe 
aus InSb den Widerstand als Funktion von Magnet- 
feld und Temperatur gemessen. Das Ergebnis ist 
aus Bild 5 ersichtlich. Ein Imaginarteil der Impe- 
danz war hier im Rahmen der MeBgenauigkeit nicht 
feststellbar. 

Bemerkenswert ist die Tatsache, dal} an einer 
Corbinoscheibe bei 30 MHz auch iiber einen grdBe- 
ren Temperaturbereich auferhalb der MeBgenauig- 
keit keine Abweichungen zwischen Wechselstrom- 
widerstand und Gleichstromwiderstand beobachtet 
werden konnten, waihrend wir an Rechteckproben 
des gleichen Materials und bei Zimmertemperatur 
bereits bei 10 MHz deutliche Abweichungen ge- 
messen haben [1]. 
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Bild 6. Realteil der relativen Impedanzanderung einer Ger- 
manium-Corbinoscheibe (p-Typ, 9,35 2cm, 5,1mm @ 
% 3,7mmg X 1,8 mm) als Funktion der Frequenz 
fiir verschiedene magnetische Induktionen (o MeB- 
punkte, —— berechnete Werte): 7’ = 294° K. 


28 M.STRUTT u. F. VON WILLISEN: FREQUENZABHANGIGKEIT DES GAUSSEFFEKTES 


An einer Corbinoscheibe aus p-leitendem Germa- 
nium mit der Beweglichkeit beim Magnetfeld Null 
4e(0) & 3600 cm2/Vs haben wir die Impedanzande- 
rung als Funktion von Frequenz und Magnetfeld ge- 
messen. Bild 6 zeigt die Ergebnisse fiir den Realteil. 

Eine Zunahme des Betrages des Imaginarteils der 
Impedanz als Funktion von Bo war nur bei den 
héchsten Frequenzen von meBbarer GroBe. Wir 
beschranken uns daher auf die Angabe einer Mes- 
sung bei 1950 MHz in Bild 7. 
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Bild 7. Imaginarteil der relativen Impedanzanderung fir 
die Probe von Bild 6 als Funktion von Bo bei 
1950 MHz. 
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Bild 8. Realteil (oben) und Imaginarteil (unten) von Z als 
Funktion von Bo einer Corbinoscheibe (Probe 1) aus 
InSb (p-Typ, “p(0) ~ 57500 cm2/Vs) fiir verschie- 
dene Frequenzen (die strichpunktierten Kurven be- 
ziehen sich auf die berechneten Grenzfalle f = 0 und 
== 69))8 YN == AO TK 
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In den Bildern 8, 9 und 10 teilen wir Resultate 
mit, die aus Messungen an drei verschiedenen Cor- 
binoscheiben aus InSb und In As ermittelt wurden. 
Mit den Bezeichnungen von Bild 1 sind die Ab- 
messungen der Proben (271 X 279 X h): 


(1) 46mm x 1,6 mm x 0,045 mm , 
(2) 50mm x 2,05mm x 0,013 mm , 
(3) 5,0mm x 1,6 mm x 0,018mm. 


Unter Z wird hier das Verhiltnis von Wechsel- 
stromimpedanz zu Gleichstromwiderstand bei der 
magnetischen Induktion Bp verstanden: 


Z (Bo) 
Da Ree (6) 
Diese Darstellung ist zum Vergleich mit theoretisch 
gewonnenen Ergebnissen (siehe nachster Abschnitt) 
gewahlt worden. 

Zur besseren Anschaulichkeit zeigt Bild 11 den 
Verlauf der Wechselstromimpedanz von Probe (2) 
in absoluter GroBe fiir eine Frequenz. 

Die Proben (1) und (2) sind aus dem gleichen 
Material hergestellt und unterscheiden sich ledig- 
lich in den geometrischen Abmessungen. Der deut- 
liche Unterschied der beiden MeBergebnisse riihrt 
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Bild 9. Realteil (oben) und Imaginarteil (unten) von Z als 
Funktion von Bo bei verschiedenen Frequenzen fiir 
die InSb-Probe (2) (p-Typ, jp (0) & 57500 em2/Vs); 
T = 297° K. (Berechnete Werte gestrichelt mit 
Angabe der Frequenz in Klammern.) 
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daher, daB Probe (1) auf Grund eines Herstellungs- 
fehlers nicht planparallel war (Dickenunterschiede 
bis max. 50%). Es darf hier also nicht auf eine 
Geometrieabhaingigkeit geschlossen werden. Den 
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Bild 10. Darstellung wie in den Bildern 8 und 9, nur fiir die 
In As-Probe (3). (n-Typ, up (0) » 14700 cm?/Vs); 
T2954 KK, 
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Bo eas 
Bild 11. Wechselstromimpedanz der Probe (2) (p-Lyp, 
; 8,2 - 1013 cm-3) als Funktion von Bo bei 1950 MHz; 
T — 297° K. (Der Verlauf des Gleichstromwider- 
standes ist gestrichelt dargestellt.) 
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EinfluB der Dickenabmessung werden wir im nach- 
sten Abschnitt an einem Beispiel gesondert betrach- 
ten. 

Bei allen Proben ist die Annahme, daB beim 
Magnetfeld Null kein Skineffekt auftreten soll, 
experimentell bestatigt worden. 


5. Vergleich mit Berechnungen 


Wir haben den Versuch unternommen, den in 
Bild 1 skizzierten Fall analytisch zu lésen [13], [14], 
wenn die aus den metallischen Elektroden senkrecht 
austretende primare elektrische Feldstirke die 
Halbleiterscheibe in radialer Richtung durchsetzt. 

Unter der Voraussetzung, daB h < d, aus GI. (1) 
sein soll, haben wir die z-Komponenten der elektri- 


schen Feldstiirke # und der Stromdichte 7 vernach- 
lassigt und ferner angenommen, da die verbleiben- 
den GréBen sich in z-Richtung nicht andern. Da 
eine g-Abhangigkeit aus Symmetriegriinden ent- 
fallt, wird das Problem somit in der unabhangigen 
Variablen eindimensional und einer analytischen 
Lésung zuganglich. 

Mit der anfangs diskutierten Einschrénkung 
mt <1 gehen die fiir den Halbleiter charakteristi- 
schen GroBen o und Ry (Hallkonstante) als fre- 
quenzunabhangige Materialkonstanten (isotrope 
Substanzen vorausgesetzt) in die Rechnung ein. Es 
gilt dann die Gleichung 


i=ob +oRali, Bl, (7) 
da sich durch eine einfache Betrachtung zeigen 
laBt, da8 der HinfluB der Verschiebungsstréme auf 
den Halleffekt um viele GroBenordnungen kleiner 
ist ({13], S. 18). 
Unter Vernachlassigung der z-Komponente des 
eigenen Magnetfeldes gegentiber Bo erhalt man aus 
Gl. (7) die Komponentendarstellung : 
tr = 6 cos? O (HE, + H,tan ) , 
ip = 0 cos? 0 (HE, — E,; tan 0), 
(iz = 0) 

mit tan 9 =o Ry Bo. 

Der Hallwinkel O ist damit fiir unsere Betrach- 
tungen ebenfalls eine frequenzunabhangige Inva- 
riante. 


Zuhilfenahme der Maxwellschen Gleichungen 
fiihrt schlieBlich fiir Z nach Gl. (6) auf den Ausdruck 


(8a) 
(8b) 


Pye sin 20 ‘1 dr 
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A, Bund C sind Integrationskonstanten, die sich 
ebenfalls aus den Zylinderfunktionen erster Ord- 
nung J; und Nj zusammensetzen. 

Durch numerische Auswertung von Gl. (9), ins- 
besondere durch Entwicklung von Gl. (10) fiir groBe 
Argumente, sind die in den Bildern 6 bis 10 ge- 
strichelt angegebenen, berechneten Kurven gewon- 
nen worden [13], [14]. 

Die der Rechnung zugrunde gelegten Werte 
© (Bo) und o( Bo) ergeben sich aus der gleichzeitigen 
_ Messung eines , unendlich* langen, diinnen Stabes 
oder einer quadratischen Platte aus benachbarten 
Kristallschnitten. 

Benutzt man die bekannten Ausdriicke fiir die 
relative magnetische Widerstandsanderung einer 
Corbinoscheibe (g/Ro), und eines ,,unendlich* 
langen Stabes (Rg/Ro)co [11] bei Gleichstrom, so gilt 


(11), (12) 
Sa eos 
cos? @ (Bo) = rH Ta) und o(Bo) = (Rry] Ro)oo 


Die Beziehung fiir die Widerstandsanderung einer 
quadratischen Platte liefert eine Kontrolle [12] ge- 
maB der Gleichung 


(a )o~ (7). (ae), 


In den Bildern 12 und 13 ist die experimentelle Aus- 
wertung der Gl. (11) bis (13) fiir das Material der 
Probe (2) dargestellt. 

Das Praparat von Bild 5 existierte nur in einem 
Exemplar. Es wurde daher keine Berechnung durch- 
gefiihrt. 

Ein Vergleich der berechneten Werte mit den 
Messungen zeigt nur qualitative Ubereinstimmung 
nach Gréfenordnung und Vorzeichen (fiir den 
Imaginarteil). Die quantitativen Abweichungen 
sind zum Teil betrachtlich. Die Griinde hierfiir sehen 
wir in der vollstaéndigen Vernachlassigung der 
Dickenabmessung in unserer Theorie. In erster 
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Bild 12. Geometrieabhangigkeit des relativen Widerstandes 
als Funktion von Bo (InSb, p-Typ, 8,2 - 1013 em-3, 
o(0) = 183(Qem)-1, Ry » 364 CMe HAS) 
297° K). 
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Bild 13. Spezifische Leitfahigkeit o und Hallwinkel © als 
Funktion von Bo fiir die Proben von Bild 12. 


Linie ging es darum, das vorliegende Problem einer 
analytischen Behandlung iiberhaupt zuganglich zu 
machen. Die Lésung fiir die gegen die Eindringtiefe 
beliebig diinne Corbinoscheibe wurde dabei mit 
Annahmen erzielt, die nur fiir den unendlich langen 
Kreiszylinder exakt giiltig sind. Der Unterschied 
der beiden Falle ist schon anschaulich erkennbar ; 
am Beispiel eines diinnen, metallischen Leiters von 
rechteckigem Querschnitt ist er exakt nachgewiesen 
worden [18], [19]. 


~ Probe (4) 
prs eee ee 
= i PS h/dp= 0,58 
ce “SI 

Pes 
-0,3 SIL h/dg= 0,217 
Probe(5) |—~—,_ 

-04 


“0 2 4 6 8 
EQ 


10-10? GauB 


Bild 14. Realteil (oben) und Imaginarteil (unten) von Z als 
Pernt bei f = 1950 MHz fiir die In As- 

roben (4) und (5) (n-Typ, wp (0) ~ 18000 cm2/Vs; 

i — 295° KK): i. Be 
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Den Einflu8 der Dickenabmessung h auf die Fre- 
quenzabhangigkeit der Widerstandsénderung einer 
Corbinoscheibe haben wir auch experimentell nach- 
weisen kénnen. Bild 14 zeigt die Ergebnisse fiir zwei 
InAs-Proben gleichen Materials, gleicher Elektro- 
dendurchmesser und bei gleicher Temperatur. Der 
Unterschied besteht lediglich in der Dickenabmes- 
sung beider Proben (hi4) = 2,7 hys)), wobei in jedem 
Fall die Forderung h < d, (d.h. skineffektfrei fiir 
Bo = 0) erfiillt ist. Die Apbmessungen (271 x 279 X h) 


sind : 
(4) 5,0mm x 1,7mm x 0,054mm, 
(5) 5,0mm x 1,7mm x 0,020mm. 


Der Unterschied beider MeBergebnisse ist deutlich 
erkennbar. 

Wir diirfen daher im Rahmen unseres einfachen 
Modells die Ubereinstimmung zwischen Theorie und 
Experiment als zufriedenstellend erachten. 


6. Anschauliche Begriindung der Frequenzabhingig- 
keit fiir die Corbinoscheibe und Schlu8folgerungen 


Fiir die Corbinoscheibe gilt im Gleichstromfall 
(Bezeichnungen wie in Bild 1) 


dr r 
mit der Lésung 
E, = Ep = (14) 
Wegen rot E=0 (@ = 0) muB das Integral 
J Lardy 
0 
verschwinden, was nur moglich ist fiir 
Ho 0. 
Aus Gl. (8) folgt daher 
ir = o E, cos? O, (15a) 
ip = — 0B, sin20. (15b) 


Aus der Gleichung rot H = i laBt sich die z-Kom- 
ponente des eigenen Magnetfeldes berechnen: 


rot, H =i,= —dH,/dr (keine z-Abhangigkeit). 
Mit Gl. (14) und Gl. (15a) erhalt man daher 


dH; aL UL) & 9 

Sete 0% en Os 
d. h. H, (r) = Ho In (r/ro) (16) 
mit Hy = 5 Horoasin20. 


Fir O = 0 verschwindet H,, da eine homogene, ra- 
diale Stromverteilung aus Symmetriegriinden kein 
Magnetfeld erzeugen kann. ts 

Im Wechselstromfall ist rot H + 0, d. h. es muB 
auch £, + Osein. Unter den gleichen, im Abschnitt 5 
verwendeten Annahmen hat rot # nur eine z-Kom- 
ponente 
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oe ech 
rob = |0, 0,—— (rE,) |. (17) 
Mit 0B/ot = jw uo H folgt daher aus GI. (17) 
G 
r Ey = —jo mo { rHzdr. (18) 
To 


Wir wollen fiir kleine w in iterativem Sinne H; aus 
Gl. (16) tibernehmen, uns jedoch auf einen Schritt 
beschranken. Durch partielle Integration folgt dann 
aus Gl. (18) 


f 5 Ho 1 Uf re 
Ey (r) ~) 1 HOT 5 \ 5 — In () a 3 . (19) 
Aus Gl. (19) laBt sich zeigen, daB fiir alle r > ro 
Sea) 
ist. 
Fur das gewahlte Koordinatensystem hat H, die 
in Bild 15 eingezeichnete Richtung. Gegeniiber dem 


Bild 15. Makroskopische Strombahn (logarithmische Spi- 
rale) und Zeigerrichtungen in einer Corbinoscheibe 
fur © = const. 


Gleichstromfall bedeutet dies eine in g-Richtung 
positive Drehung des Feldstarkevektors: 


Dip IBY 


Wird B gedreht, so mu auch i eine Drehung erfah- 
ren, da @ frequenzunabhangig ist (siehe Abschnitt 5) 
und den konstanten Winkel zwischen # und i dar- 
stellt : 


jase 


Nach Bild 15 ist aber eine Drehung des Strom- 


dichtevektors 7 in positiver m-Richtung verbunden 
mit einer Abnahme der Bahnkriimmung bei gleich- 
zeitiger Zunahme des Bahnquerschnitts an jeder 
Stellero Sr Srn. 

Die Abnahme des Realteils der Impedanz findet 
so eine anschauliche Erklarung. 

Am Beispiel einer unendlich ausgedehnten, diin- 
nen Platte und eines langen, diinnen Hohlzylinders 
[13], [14] haben wir exakt zeigen konnen, dafs die hier 
behandelte Frequenzabhangigkeit ein reiner Geo- 
metriceffekt ist. Sie tritt nur auf an Proben, deren 


Abmessungen die Existenz eines ,,geometrischen™ 
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Anteils der magnetischen Widerstandsainderung er- 
lauben. 

Bei beliebig diinnen Schichten entfallt die Kin- 
wirkung des elektrischen Wechselfeldes senkrecht 
zur Schichtdicke. Im Sinne der obigen Uberlegungen 
miissen wir daher den gefundenen Effekt als Flachen- 
stromverdrangung, verursacht durch die symme- 
triezerstorende Wirkung eines transversalen, stati- 
schen Magnetfeldes in Halbleitern hoher Beweglich- 
keit, interpretieren. 

Fiir die Corbinoscheibe giiltige Uberlegungen 
kénnen qualitativ auch fiir andere Formen iiber- 
nommen werden, in denen eine Geometrieabhangig- 
keit der galvanomagnetischen Effekte beobachtet 
wird. Das gilt insbesondere fiir die Hallspannung. 
Wir miissen auch fiir den geometriebedingten Anteil 
der Hallspannung eine ahnliche Frequenzabhangig- 
keit erwarten wie fiir die magnetische Widerstands- 
anderung. 
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Bild 16. Hallbeweglichkeit 4, von Germanium (links) und 
Silizium (rechts) als Funktion der Temperatur bei 
0 MHz (e) und 20000 MHz (+) nach Hampinron 
und GARTNER [7]. 


HAMBLETON und GARTNER [7] messen die Hall- 
beweglichkeit wn von Ge und Si bei 20000 MHz (siehe 
Bild 16). Da die Messungen an rechteckformigen 
Proben erfolgten und die beobachteten Abweichun- 
gen von den Gleichstromwerten nach Bild 16 nur in 
einem Temperaturbereich auftreten, in dem die 
Beweglichkeit von p-Germanium Werte erreicht, 
bei denen wir eine starke Abnahme der Widerstands- 
anderung von Rechteckplatten gemessen haben [1], 
liegt hier die Vermutung nach einem dhnlichen 
Geometrieeffekt fiir die Hallspannung auf der 
Hand. 
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Die verwendeten Frequenzen und Temperaturen 
rechtfertigen die Annahme wt ~ | noch nicht. 

Zusammenfassend kann gesagt werden, da den 
Anwendungen der galvanomagnetischen Effekte im 
Mikrowellengebiet vom Standpunkt der Relaxations- 
zeiten aus kaum eine Grenze gesetzt ist. 

Praktische Anwendungen bedingen jedoch end- 
liche Probenabmessungen, und bei den wegen ihrer 
extrem hohen Beweglichkeiten wp besonders interes- 
sierenden bindren Verbindungen wie InSb und 
InAs iiberwiegen die geometriebedingten Anteile 
von Widerstandsainderung und Halleffekt weitaus. 

Unsere Untersuchungen haben gezeigt, daB ge- 
rade die geometriebedingten Anteile einer Frequenz- 
abhiangigkeit unterworfen sind. 

Es mu8 daher bereits im Dezimeterwellengebiet 
mit einer unter Umstinden betrachtlichen Ande- 
rung der galvanomagnetischen Effekte gerechnet 
werden. 

Diese Anderung wird nicht von der klassischen 
Skineffekttheorie beschrieben. 


Die obigen Arbeiten wurden durch einen Kredit 
des Schweizerischen Nationalfonds zur Forderung 
der wissenschaftlichen Forschung ermoglicht. Hier- 
fiir sei an dieser Stelle der gebiithrende Dank zum 
Ausdruck gebracht. 
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Die Auflésung von gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen 
mittels der ein- und mehrdimensionalen Laplace-Transformation 


fiir beschrinkte Gebiete 


von ALFRED KAcH 


Mitteilung aus dem Laboratorium fiir Spezialentwicklung der AG. Brown Boveri & Cie., Baden (Schweiz) 


(A.E.U. 15 [1961], 33—47; eingegangen am 13. September 1960) 
DK 517.9:517.942.82 


Es wird eine neue Methode zur Auflésung von linearen gewéhnlichen und partiellen Differential- 
gleichungen fiir beschrankte Existenzbereiche der unabhingigen Variablen beschrieben. Das Ver- 
fahren fihrt insbesondere bei der Behandlung von Randwertaufgaben zu wesentlichen Verein- 
fachungen im Rechnungsgang. Die der jeweiligen Problemstellung zugeordnete Lésung 1a8t sich 
ohne die Bestimmung von Integrationskonstanten unmittelbar herleiten, wobei alle vorgegebenen 
Anfangs- und Randbedingungen oder Zusammenhange zwischen diesen zwangsliufig in die Rech- 
nung eingehen. Die Anwendung der mitgeteilten Rechenregeln wird an praktischen Beispielen 
naher erlautert. 


A new method is described for solving ordinary and partial linear differential equations for 
limited ranges of existence of the independent variable. This method leads to considerable simpli- 
fication in the calculating procedure, in particular in dealing with boundary-value problems. The 
solution associated with the stated problem can be derived directly without a determination of 
the integration constants, all primarily given initial and boundary conditions or relationships 
between them entering automatically the calculation. The application of these rules of calculation 


is explained in detail by reference to practical examples. 


1. Einleitung 


Nach dem konventionellen Verfahren der ein- und 
mehrdimensionalen lLaplace-Transformation, im 
eindimensionalen Fall bekanntlich definiert durch 
das Integral 


f(p) Fal e-Pt F(t) dt = Q{F (t)}, 


werden sdmtliche Glieder der zu lésenden Differen- 
tialgleichung in einseitig unendliche Laplace-Inte- 
egrale ({-Integrale) umgewandelt und diese nach 
partieller Integration zur Bildgleichung /(p) der zu- 
geordneten Loésung F(t) zusammengefaBt!. Dabei 
gehen die Anfangsbedingungen zur Zeit ¢ = 0 so- 
wie die jeweiligen Randwerte beziiglich der Rander 
x, Y, 2 = 0 automatisch in die Rechnung ein. Der 
Integrations- oder Transformationsbereich erstreckt 
sich fiir jede Variable immer von 0 bis co und um- 
faBt beispielsweise bei einer partiellen Differential- 
gleichung mit zwei unabhangigen Variablen das ge- 
samte Gebiet des ersten Quadranten der x, y-Ebene. 

Je nach Art des vorliegenden Problems sind die 
unabhangigen Variablen bei der gewohnlichen Dif- 
ferentialgleichung entweder die Zeit oder eine 
Raumkoordinate, bei einer partiellen Differential- 
gleichung mit z.B. zwei Variablen entweder die 
Zeit und eine Raumkoordinate oder zwei Raum- 
koordinaten usw. W&ahrend der Variationsbereich 
der Zeitkoordinate sich naturgema8 immer von 0 
bis co erstreckt, ist derjenige der raumlichen Varia- 
blen bei praktisch allen technischen Problemen? 
nach jeder Richtung von 2, y, 2 in irgendeiner Form 
beschriinkt. Beispielsweise ist bei einer partiellen 
- Differentialgleichung mit zwei réumlichen Varia- 


“i Uber die grundlegenden Arbeiten siehe [1] bis [7], 
welche zahlreiche weitere Literaturzitate enthalten. 


blen, bei entsprechender Zuordnung des Koordi- 
natensystems, das in Betracht kommende Gebiet im 
allgemeinen durch die vier Rander x = 0, aund y = 
0, b begrenzt, so daB der effektive Geltungsbereich 
der Variablen x, y lediglich einen Teil des ersten 
Quadranten der x, y-Ebene umfaBt. 

Um die &-Transformation auf die Losung einer 
Differentialgleichung anwenden zu kénnen, muB zu- 
mindest der Transformationsbereich mit dem Gel- 
tungsbereich der unabhangigen Variablen, nach der 
transformiert werden soll, ibereinstimmen. Zur In- 
tegration von Differentialgleichungen nach der Zeit 
ist deshalb die einseitig unendliche 2-Transforma- 
tion das geeignete Losungsverfahren3. Dagegen ist 
diese Methode beziiglich der rdumlichen Verander- 


_ lichen einer Differentialgleichung im allgemeinen 


nicht anwendbar, da hierbei die Randwerte der 
oberen Rander « = a, y = 6, ... von der Rechnung 
nicht erfaBt werden. Ublicherweise transformiert 
man in solchen Fallen, z. B. bei partiellen Differen- 
tialgleichungen, nur nach denjenigen Variablen, 
deren obere Grenzen im Unendlichen liegen, und 
sucht die vollstandige Losung unter Heranziehung 
anderer bekannter Methoden zu ermitteln. Aber 
auch hier sind die Méglichkeiten sehr beschrankt, 
zumal einzelne oder sdimtliche Randwerte noch 
Funktionen einer oder mehrerer Variablen sein 


2 Beispiele hierfiir sind: Elektrische und magnetische 
Potentialfelder in begrenzten Raumgebieten, die Strom- 
und Feldverdrangung durch Wirbelstr6me in Platten, 
Hisenteilen, Wicklungsstaben elektrischer Maschinen usw., 
Warmeleitungs- und Diffusionsprobleme in raumlich be- 
grenzten Stoffen u. a. m. 

3 Die einseitig unendliche Laplace-Transformation ist ja 
in den Grundziigen aus der Behandlung von Zeitproblemen 
hervorgegangen (Operatorenrechnung von Huavisipe) und 
erst in der Folgezeit sinngem48 auf zwei und mehr Variable 
erweitert worden. 
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koénnen. Ebenso sind verallgemeinerte Partial- 
lésungen in den meisten Fallen unbrauchbar, da die 
vorhandenen Freiheitsgrade gewohnlich nicht in das 
Konzept des vorgegebenen Problems passen. Der 
Praktiker ist deshalb weniger an derartigen Lésun- 
gen gewisser Differentialgleichungen interessiert, 
sondern vielmehr an der konkreten Losung der ihm 
jeweils gestellten Aufgabe unter Beriicksichtigung 
simtlicher damit verbundenen Randbedingungen. 

Im folgenden wird eine Methode dargelegt, nach 
welcher lineare gewohnliche und partielle Differen- 
tialgleichungen fiir das Innere beschrankter ein- 
und mehrdimensionaler Raumgebiete auf einfache 
Art mit Hilfe der begrenzten Laplace-Transforma- 
tion exakt gelést werden kénnen4. Die Transforma- 
tionsbereiche nach den einzelnen Variablen er- 
strecken sich immer soweit, wie die Bereichsgrenzen 
durch die jeweilige Problemstellung gegeben simd. 
Dabei gehen saémtliche Anfangs- und Randbedin- 
gungen zwangslaufig in die Bildgleichung ein und 
werden bei der Riicktransformation automatisch 
beriicksichtigt. Falls die oberen Bereichsgrenzen im 
Unendlichen liegen, stimmt das beschriebene L6- 
sungsverfahren mit der tiblichen ¢-Transformation 
uberein. 

Bei der Aufstellung der Rechenregeln wird an- 
gekniipft an eine aus der einseitig unendlichen &- 
Transformation bekannte Deduktion, wonach in der 
Bildgleichung einer partiellen Differentialgleichung 
fiir die Nullstellen des Nenners zugleich der Zahler 
verschwinden mu, wenn die zugeordnete Ober- 
funktion im Transformationsbereich durchweg re- 
gular bleiben soll®. In der Folge zeigt sich, daB 
diese Forderung nicht nur innerhalb des jeweiligen 
Existenzbereiches erfullt sein mu, sondern auch 
fiir die Rander des betreffenden Gebietes. Die Trans- 
formationsparameter nehmen an diesen Stellen dis- 
krete Werte an, welche den Eigenwerten der zu- 
gehorigen Randfunktionen entsprechen. Zugleich 
gehen die endlichen ¢-Integrale der Randfunktio- 
nen in die Eulerschen Koeffizientenintegrale der 
den Randfunktionen entsprechenden Fourierreihen 
tuber. Zwischen den einzelnen Randfunktionen be- 
stehen deshalb Bedingungsgleichungen, die im fol- 
genden als Regularitaétsbedingungen bezeichnet 
werden. Ihre Anzahl hangt von der Ordnung der 
vorliegenden Differentialgleichung ab. Z. B. erhalt 
man bei einer partiellen Differentialgleichung zwei- 
ter Ordnung mit zwei unabhiangigen Variablen 
maximal vier Bedingungsgleichungen, so daB, damit 
die Lésung eindeutig ist, aus der Problemstellung 
noch mindestens vier Randfunktionen oder Zu- 
sammenhange zwischen diesen bekannt sein miissen. 

Der Akzent des Losungsverfahrens liegt vorwie- 
gend in der Bestimmung der Regularitaétsbedingun- 


4 Ansitze tiber die Anwendung der begrenzten Laplace- 
Transformation auf die Lésung von Randwertproblemen 
sind verschiedentlich zu finden, vgl. z. B. [5], Bd. III, 
Kap. 31, ferner [8], [9]. 

> Vergleiche z. B. [1], 8. 381, FuBnote*, [3], 8. 50, [4], 
S. 46ff., [5], Bd. IIT, Kap. 20; in [4] als Vertraglichkeits- 
bedingungen, in [5], Bd. III als Kompatibilitatsbedingun- 
gen bezeichnet. 
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gen zwischen den einzelnen Randfunktionen auf 
Grund der endlichen Grenzen der &-Integrale und 
der Regularitatsforderung. Die Riicktransformation 
der Bildgleichungen in den Oberbereich lat sich 
dagegen nach den iiblichen Regeln und Tabellen der 
einseitig unendlichen &-Transformation vornehmen, 
welche hier als bekannt vorausgesetzt werden. 

Behandelt wird speziell die Auflésung von ge- 
wohnlichen und partiellen Differentialgleichungen 
mit zwei unabhangigen Veranderlichen mittels der 
ein- und zweidimensionalen &-Transformation. Da- 
bei ist die Anwendung auf gewohnliche Differential- 
gleichungen vorwiegend als Einfiihrung gedacht. 
Die grofen Vorteile des Verfahrens treten besonders 
bei der Lésung von Problemen mit zwei und mehr 
Unabhangigen in Erscheinung. Zur Illustration des 
praktischen Vorgehens sind jeweils einfache, cha- 
rakteristische Beispiele beigefiigt. 

Die vorliegende Arbeit ist das Ergebnis einer sy- 
stematischen, z. T. unter heuristischen Annahmen 
vorgenommenen Durchrechnung zahlreicher physi- 
kalischer und technischer Probleme. Eine nahere 
Begriindung der anzuwendenden Rechenregeln 
wird nur soweit gegeben, als dies zur Beschreibung 
des Rechnungsganges erforderlich ist. Die strenge 
mathematische Beweisfiihrung zu diesem Rechen- 
verfahren und die Untersuchungen iiber die Grenzen 
seines Anwendungsbereiches mégen dem Mathe- 
matiker tiberlassen bleiben. Jedenfalls hat sich die 
beschriebene Methode bei der Lésung von ein- und 
vor allem zweidimensionalen Problemen schon oft 
als sehr wertvoll erwiesen. 


2. Die Auflésung von gewohnlichen 
Differentialgleichungen 
2.1. Definitionen und Rechnungsgang 
Der Bereich, fiir den die vorgegebene Differential- 
gleichung zu lésen ist, erstrecke sich von x = 0 bis 
x =a (Bild 1). DemgemaB sei das entsprechende, 


Bild 1. Zur Definition des Existenzbereiches der Oberfunk- 
tion F' (x). 


endliche Laplace-Integral definiert durch 
f(p) = | e-P# P(x) de = QF (@)}, (1) 


wobei p den Transformationsparameter bezeichnet. 
Hierin ist auch der Spezialfall enthalten, daB der 
Geltungsbereich von F(a) sich von x = 0 bisa = oo 
erstreckt. 

Nach der durch Gl. (1) gegebenen Definition er- 
halt z. B. das £-Integral der ersten Ableitung von 
F(x) die Form (partiell integriert) 


POR ee wey, yy, eh kegs. My 
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dF 
{Fe =P S{P}— Fleco + Flenue™ (2) 


und dasjenige der zweiten 


{d2Fr dF 
#{ Sr pe) = (pF. ai aks ‘2 sale 
dF 
a2 [pFlece if ae Cue i) 


Bei einer linearen Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung beispielsweise treten somit insgesamt vier 
Randwerte auf, namlich die Funktionswerte von F 
und dF'/da fiir 2 = 0 und x = a. Ein durch eine der- 
artige Differentialgleichung beschriebenes Problem 
ist erst dann eindeutig gelést, wenn alle vier Rand- 
werte explizit bekannt sind. 

Von den vier Randwerten, um bei dem Beispiel 
einer Differentialgleichung zweiter Ordnung zu 
bleiben, sind aus der jeweils gestellten Aufgabe 
immer zwei oder bestenfalls drei Randbedingungen, 
d.h. Randwerte oder Beziehungen zwischen diesen, 
bekannt, je nachdem F (x) beziiglich der Mittelachse 
x =a/2 unsymmetrisch oder symmetrisch bzw. 
schiefsymmetrisch ist, was bereits aus der Problem- 
stellung hervorgeht. Zwei weitere Bedingungsglei- 
chungen, die im symmetrischen bzw. schiefsymme- 
trischen Fall in eine entarten, gehen ferner aus der 
Regularitatsforderung hervor, deren Bedeutung an- 
schlieBend erklart wird. Es sind also immer vier Be- 
stimmungsstiicke vorhanden, so daB die Lésung des 
Problems eindeutig bestimmt ist ®. 


Gew. Diff. Gl., 


2 Randwerte Lésung F(x) des 


oder Beziehungen vorgegebenen 
zwischen diesen Problems 


£-Transformation, Ruicktrans— 
Einflhrung der formation 
Randbedingungen 


4.u.2, Regularitats- 
bedingung 


Einfuhrung 
in die ursprungl. 
Randwerte Bildgleichung 


eee 


Bild 2. Allgemeines Schema des Rechnungsganges zur Auf- 
lésung einer linearen gewohnlichen Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizien- 
ten fiir einen nach Bild 1 beschrankten Bereich. 


Das Schema des Rechnungsganges zeigt Bild 2 
fiir den allgemeinen Fall, daB F(x) beziiglich der 
Mittelachse eine unsymmetrische Funktion ist. Die 
zwei aus der Problemstellung bekannten Rand- 


6 Die Hinfiihrung einer allfalligen Symmetrie von F(x) 
dient lediglich zur Vereinfachung der Rechnung, ist aber im 
Prinzip nicht erforderlich. Wenn eine solche vorhanden ist, 
ergibt sich diese auch aus zwei Randwerten und der Re- 
gularitatsforderung. 
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bedingungen gehen bei der &-Transformation der 
Differentialgleichung unmittelbar in die Rechnung 
ein. Falls an Stelle der zu transformierenden Diffe- 
rentialgleichung mehrere gekoppelte Gleichungen 
vorliegen, ist es oft vorteilhafter, wenn man diese 
einzeln transformiert und dann hieraus die Bild- 
funktionen der einzelnen Unbekannten ermittelt. 

Die aus der &-Transformation der Differential- 
gleichung hervorgehende Bildfunktion hat zunachst 
die Form 


YF (x)} = =. (4) 


Hierin enthalt der Zahler Z (p) im allgemeinen ratio- 
nale und transzendente Funktionen des Parameters 
p, ferner das &-Integral einer Stérungsfunktion, 
falls die Differentialgleichung inhomogen ist, sowie 
die vorgegebenen und die zu bestimmenden Rand- 
bedingungen. Der Nenner N(p) dagegen ist stets 
eine rationale Funktion von p mit linearen und qua- 
dratischen Gliedern. Nun kann p innerhalb der 
komplexen Ebene sowohl reelle als auch komplexe 
Werte annehmen, insbesondere auch solche, fiir die 
N(p) = 0 ist. Damit aber F(x) auch an diesen 
Stellen regular bleibt, muB fiir die Nullstellen des 
Nenners mit der gleichen Ordnung von p zugleich 
der Zahler verschwinden. Daraus ergibt sich die 
Regularitatsforderung, daB fiir die beiden Wurzeln 
Pp = Pi,2 aus 

DD) aa (5) 


Z(p1,2) =9 (6) 


ist’. Auf Grund der Forderung (6) erhalt man un- 
mittelbar die zwischen den Randbedingungen be- 
stehenden Bedingungsgleichungen, welche im fol- 
genden als Regularitaétsbedingungen bezeichnet 
sind. Hierbei sind stets beide Wurzeln zu beriick- 
sichtigen, auch dann, wenn eine Nullstelle in der 
linken Halbebene liegt. Im Frequenzspektrum von 
F (x) entspricht jene der am Rande x = a gespiegel- 
ten Komponente. 

Nunmehr werden die erhaltenen vier Randwerte 
in die urspriingliche Bildgleichung eingesetzt und 
diese in den Oberbereich transformiert (vgl. Bild 2). 
Die hervorgehende Oberfunktion F(x) entspricht 
exakt der vollstaéndigen Losung des zugrunde ge- 
legten Problems, ohne dafi noch spezielle Integra- 
tionskonstanten bestimmt und eingeftihrt werden 
miissen. Dieser mehr summarisch erlauterte Rech- 
nungsgang wird im Detail aus den im Abschnitt 2.2 
aufgefiihrten Beispielen noch deutlicher hervor- 
gehen. 

Die am Beispiel einer Differentialgleichung zwei- 
ter Ordnung dargelegten Rechenregeln gelten all- 
gemein fiir die Auf lésung einer Differentialgleichung 
beliebiger Ordnung. Dabei treten im Prinzip immer 
so viele Regularitatsbedingungen auf, als die Ord- 


auch 


7 Auf der rechten Seite von Gl. (4) entsteht dadurch die 
unbestimmte Form 0/0. Der zugehérige Grenzwert ergibt 
sich unmittelbar an Hand des links stehenden @-Integrals, 
wenn man dort bereits im Integranden p = 1,2 setzt. Aus 
der Existenz dieses Grenzwertes folgt zwangslaufig die ge- 
nannte Regularitatsforderung. 
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nungszahl der zu lésenden Differentialgleichung be- 
tragt. 

, Die Riicktransformation von f(p) in den Ober- 
bereich kann nach den iiblichen Regeln und Tabellen 
der klassischen &-Transformation oder unmittelbar 
mit Hilfe der bekannten Umkehrformel 


F(@) = 5-5 i; er} (p) dp (7) 


vorgenommen werden. Im Grunde handelt es sich 
bei dem durch GI. (1) definierten &-Integral wegen 


= fore F(x) OR c= 
(3) 


| 
> 


e-Pt F(x )da — [ e-Px F(x) dx 
a 


um die Differenz zweier einseitig unendlichen v- 


Integrale, wobei die unteren Grenzen um das Inter- 
vall des Existenzbereiches von F(x) gegeneinander 
versetzt sind. Jede Bildfunktion 1aBt sich deshalb in 
zwei Terme zerlegen, von denen der eine mit dem 
Faktor e~¢? behaftet ist. Beispielsweise ist, um dies 
deutlicher zu machen, 


& {sinh («2)} = 4} e~P% sinh (xa) dx = (9) 


« —[psinh (xa) + «cosh (xa)|]e~¢P 
p2— a2 ; 


In den Oberbereich iibertragen, bedeutet Gl. (8), 
daB 
0<a%<0co a<%<oo 

d.h. F(x) existiert nur im Bereich 0 S$ x <a, wie 
vorausgesetzt’. Man braucht deshalb bei der Riick- 
transformation nur den, ersten Term zu beriicksich- 
tigen, wenn man von vornherein festsetzt, daB x nur 
im obgenannten Bereich existiert. Der zweite Sum- 
mand mit dem Faktor e~@? dient in erster Linie zur 
Ermittlung der Randbedingungen auf Grund der 
Regularitatsforderung. In jeder nach Gl. (1) be- 
rechneten Bildfunktion ist die Regularitatsforde- 
rung (z. B. in Gl. (9) fir p = + «) zwangslaufig er- 
fullt. 


2.2. Anwendungsbeispiele 
Beispiel 1 

Betrachtet wird die Feldverdrangung in der 
Querschnittsebene eines Transformatorbleches. Das 
magnetische Wechselfeld habe an den Begrenzungs- 
flachen die Amplitude Ho. Angenommen wird kon- 
stante Permeabilitat des Bleches und die Dicke a so 
klein im Verhaltnis zur Blechbreite 6, daB die sich 
einstellenden Wirbelstréme Jy praktisch parallel 
zur y-Achse verlaufen (Bild 3). Unter diesen Voraus- 
setzungen gilt fiir die Feldverteilung iiber der 
Blechdicke a die gewéhnliche Differentialgleichung 


8 Wobei die Annaherung an die Rinder im Sinne von 
x = -+ 0 und « = a — 0 zu verstehen ist. 
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d2H 


Te? Oa) 


For a2 = jw bedeutet (w Kreisfrequenz, be Per- 
meabilitat). Die Randbedingungen lauten 


A\jeo = Hleee == Hg (11) 


und 


|e=a da 


Bekannt sind somit zwei Randwerte und eine Be- 


dingungsgleichung; eine zweite ist noch zu be-— 


stimmen. Beziiglich der Mittelachse « = a/2 verhalt 
sich H symmetrisch, die Ableitung dH/dx dagegen 
schiefsymmetrisch. 


Bild 3. Zur Berechnung der Feldverteilung in der Quer- 
schnittsebene eines Transformatorbleches. 


Die &-Transformation von Gl. (10) im Bereich 
x = 0 bis x = a (vgl. hierzu Gl. (3)) ergibt zusam- 


men mit Gl. (11) die Bildfunktion 
dH 
gd he Ton ps (1 4-e74?) 
Ol) = «x=0 (1s 
{H) Ae (12) 


Darin ist p komplex und kann auch die Werte 
p = +a annehmen. Nun muB8 aber H auch fiir die 
Nullstellen des Nenners regular sein, d. h. es muB8 
fir p= +a zugleich der Zahler verschwinden. 
Wegen der Regularitatsforderung ist somit 

dH 


DEH (Lee? sie 


xe |. tena?) =0 


z=0 


fir p= +a = 1,9. Hieraus erhalt man die fiir 
beide Vorzeichen gleichlautende Randbedingung in 
der Form 
dH 
da 


a 
= — «AH tanh (5) : 


x=0 
womit Gl. (1 
eee oS 


2) tibergeht in 
(13) 
a 
p—atanh (« abe ” + « tanh c 5) e- ap 


Val 
0 acyomeg: 


Die Oberfunktion hierzu und mithin die gesuchte 
Feldverteilung sind damit bestimmt durch 


+ " ; 
"i yas Pp. 
Ae § 
tS, |B 3 M4 Pe 
hat tak 


AE.U. Band ip en 
rr. 


=> 


—~ 


pe 


% j 
si = 


A.E.U. Band 15 


[1961], Heft 1 


pte cosh E & a “| 


( 


(14) 


gultig fiir 0 <% <a. Durch die Einfithrung der 


Regularitatsforderung kommt unmittelbar das voll- 
standige Resultat zustande, ohne da8 irgendwelche 
Integrationskonstanten bestimmt werden miissen?. 


Beispiel 2 
Zu berechnen ist die Verteilung von Spannung 


und Strom lings einer homogenen Leitung im sta- 
tiondren Zustand (Bild 4). Nach dem Kontinuitits- 


x=0 xX —> xX=1 


Bild 4. Zur Berechnung der Spannungs- und Stromvertei- 
lung lings einer homogenen Leitung. 


gesetz gelten die Differentialgleichungen 
dU dI 
EIS ofp Ee 
da : da 
worin Rk = Ry + jwaL den Widerstandsbelag und 


G = Go + jwC den Ableitungsbelag darstellen. Die 
Anfangs- und Endwerte seien mit 


Cieeo Uo U leer = U2, 
Meo ol eat 


eGo an (15) 


(16) 


bezeichnet. Davon miissen zwei GroBen, z. B. Uo 
und Jo, vorgegeben sein. Die gesuchten Verteilungs- 
funktionen sind, wie Gl. (16) zeigt, beziiglich der 
Mittelebene x = 1/2 unsymmetrisch (unsymmetrisch 
belasteter Vierpol). 

Die &-Transformation von Gl. (15) im Bereich 
0 <a <1 (vgl. hierzu Gl. (2)), und die Auflésung 
nach den Bildfunktionen von Spannung und Strom, 
ergibt zusammen mit Gl. (16) 


pUo — Rlo—(pUi — RIi)e” 


Q{U} = ene (17) 
— GU) — (phi — GU) eo? 
gg ee =a ae 38) 


Die beiden Gleichungen haben formal den selben 
Aufbau, so da8 fiir die weitere Auswertung nur 
eine betrachtet werden muB8. 

Aus Gl. (17) liefert nunmehr die Regularitats- 
forderung 


puo Ro (pU;, ReIj)\6e 2? = 0 


fiir pH=tVRG=pip. 
"9 Vergleiche hierzu z. B. [7], 8. 82, Beispiel I (und II). 
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Daraus folgen die beiden Regularitatsbedingungen 
Us VRG — RIy=(UiVRG— RI) e-VRG, (19) 


UoVRE + Rip =(UiVRE+ RI)et'VRE (20) 


oder, nach den Anfangswerten aufgelést, 


Uo = U; cosh (1)//RG@) + al/2 sinh (/ RQ), 
(21) 
Ty = Ty cosh (1 RG) + v,|/$ sinh (1) RQ) . 


Dies sind exakt die bekannten Vierpolgleichungen 
der homogenen Leitung, wobei / RG = y (Fort- 
pflanzungskonstante) und |/R/G = Z (Wellenwider- 
stand) zu setzen ist. Das namliche Gleichungssystem 
ergibt sich auch aus Gl. (18). 

Lést. man Gl. (21) nach U; und J, auf und 
setzt diese Werte in Gl. (17) und (18) ein, so erhiilt 
man z. B. aus Gl. (17) 


Se. ig ayes 


Postale 29 
Io y — [psinh (yl) + y cosh (y1)] e~!P 
oes 


Der Ausdruck aus Gl. (18) ergibt sich unmittelbar 
aus Gl. (22), wenn man darin U durch J, Uo durch 
Io, Io durch Up und Z durch 1/Z ersetzt. 
Die Riicktransformation der Bildgleichungen von 
U (GL. (22)) und J in den Oberbereich ergibt schlieB- 
lich fiir die Spannungs- und Stromverteilung die be- 
kannten Funktionen 
U (x) = Uo cosh (y x) — Ip Zsinh (yz), 
Uo (23) 
I(x) = Io cosh (yx) — Ge sinh (y 2), 
giltig fir 0 < # </. Auch hier eriibrigt sich die Be- 
stimmung von Integrationskonstanten. Die be- 
kannten Leitungsgleichungen (Gl. (21)) ergeben 
sich unmittelbar aus der Regularitatsforderung, 
d. h. ohne da die Lésung der Gl. (15) explizit be- 
kannt ist. 


Beispiel 3 
Es soll die elastische Linie des einseitig ein- 
gespannten Balkens ermittelt werden (Bild 5). Die 
hierfiir maBgebliche Differentialgleichung lautet bei 

Vernachlassigung des Balken-Higengewichtes 
d2y P 


Che 24 
ARE Ep? e6) 


Ma l > 
Bild 5. Zur Berechnung der elastischen Linie des einseitig 
eingespannten Balkens. 
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worin P die am freien Ende wirkende Kraft, # den 
Elastizitatsmodul des Balkenwerkstoffes und J das 
Flachentragheitsmoment des Balkenquerschnittes 
bedeuten. Die Randbedingungen sind bestimmt 
durch (vgl. Bild 5) 

dy a, 


& |e~=l 


Uo 0 und (25) 


Bekannt sind also zwei Randwerte, so da zur voll- 
stiindigen Lésung des Problems noch zwei zu be- 
stimmen sind. Der Funktionsverlauf selbst ist be- 
ziiglich der Mittelebene x = 1/2 unsymmetrisch. 

Die &-Transformation der Gl. (24) im Bereich 
0 <a <1 (vgl. hierzu Gl. (3)) ergibt wegen 


Q fa} = a Tere Sea 


und unter Beriicksichtigung von Gl. (25), wobei 
P|(EJ) = P’ gesetzt ist, den Ausdruck 


L{y} = 


dy 
od ee 
P fr 


(26) 
— py |n=t et) — P'{1— (1 + Ip) e7] 


p4 


In Gl. (26) hat der Nenner fiir p = 0 eine Null- 
stelle vierter Ordnung. Die Regularitaétsforderung 
bedingt daher, da fiir p — 0 mit der gleichen Ord- 
nung auch der Zahler verschwindet. Damit dies aber 
méglich ist, miissen im Zahler alle Glieder, in denen 
p mit kleinerer Potenz auftritt als im Nenner, iden- 
tisch Null sein (Regularitatsbedingungen). 

Die Entwicklung des Zahlers von Gl. (26) fiir 
kleine p-Werte ergibt nun, wenn wir Glieder bis zur 
vierten Ordnung beriicksichtigen, 


£=0 


“AG! 
pr ie — py |e et) SN ap) 22 
Xx \e%=0 
dy [2 B 
— 2 « : 3 Lis as 
p eB ae 3 p (vle P akc: 
(27) 


he 
fia P 2) 4-- 


Hierin miissen die ersten beiden Summanden iden- 
tisch Null sein. Daraus erhalt man die zwei Regula- 
ritatsbedingungen 


dy nie ie 
si ewe Lake deers ne 


Gl. (26) geht damit iiber in 


j22 
Tee (1 + Ip 


&{y} = — P-—_—__ 


re (29) 


Die Transformation von Gl. (29) in den Oberbereich 
ergibt mit P’ = P/(HJ) fiir die sich einstellende 
Durchbiegungskurve schlieBlich die bekannte For- 


mel 
P 2 
—————— [v 5)" 
2H S 


giltig fir 0 <2 <1. 


(30) 
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Diesen Beispielen lassen sich beliebig weitere an- 
fiigen. Die behandelten, mit Absicht einfach gehal- 
tenen Probleme kénnen zweifellos nach anderen 
Verfahren (z. B. Exponentialansatz, allgemeine In- 
tegration) mit geringerem Aufwand gelést werden. 
An ihnen sei in erster Linie das prinzipielle Vor- 
gehen zur unmittelbaren Auflésung von Differen- 
tialgleichungen fiir beschrankte Gebiete dargelegt. 
Die groBen Vorteile der erliuterten Methode zeigen 
sich insbesondere in der Anwendung auf partielle 
Differentialgleichungen mit zwei und mehr unab- 
hangigen Variablen. 


3. Die Auflésung von partiellen 
Differentialgleichungen 


In diesem Teil wird insbesondere die Losung von 
linearen partiellen Differentialgleichungen mit zwei 
unabhangigen Veranderlichen mittels der endlichen 
zweidimensionalen @-Transformation (2%2-Transfor- 
mation) behandelt. Die anzuwendenden Rechen- 
regeln ergeben sich durch sinngemaBe Erweiterung 
der im Abschnitt 2 dargelegten Regeln der ein- 
dimensionalen Transformation. 


3.1. Definitionen und Rechnungsgang 


Der in Betracht kommende Existenzbereich der 
Originalfunktion F(x, y) erstrecke sich in der z- 
Richtung von x = 0 bis x = @ und in der y-Rich- 
tung von y = 0 bis y = b (Bild 6). DemgemaB sei 


Y 
Randwerte 


6) Randwerte a x 


Bild 6. Zur Definition des Existenzbereiches der Oberfunk- 
tion F(x, y). 


das entsprechende zweidimensionale Laplace-Inte- 
gral mit p und q als Transformationsparameter de- 
finiert durch 
ab ih) 
I (p,q) = / eT Phe) Igy) ddr = we ney 
Hierin sind auch diejenigen Falle enthalten, in denen 
der Geltungsbereich von F(x, y) statt der Rechteck- 
form einen Halbstreifen in der a-Richtung (a —> co) 
oder in der y-Richtung (b —> co) aufweist oder das 
Gebiet des gesamten ersten Quadranten (a, b > oo) 
umfaBt. Definitionsgema8 erstrecken sich die Trans- 
formationsbereiche nach x und y immer soweit, wie 
die Bereichsgrenzen a und b durch die jeweilige 
Problemstellung gegeben sind. Vorausgesetzt wird, 
daB F(x, y) im betrachteten Gebiet durchweg regu- 
lar ist, so daB in Gl. (31) die Integrationsfolge auch 
umgekehrt werden kann. 
Nach der durch Gl. (31) gegebenen Definition hat 
z. B. das 2- Integral der ersten, nach 2 genommenen 


q 
j 
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Ableitung von F(a, y) die Form 


2 ae y 
ae | ax (32) 
= pu {fF} — Lq(Fle—o) + Qq(F| ea) e~ 9? 


und dasjenige der zweiten 


o2F 
p,q Ox2 (33) 


2 oF 
= P95 o{F} — 2¢(pFle-o + )+ 
® le=0 


enee: 
c=a 


AuBer dem zweidimensionalen ¢-Integral treten je- 
weils noch die eindimensionalen -Integrale der 
Randfunktionen an den Stellen « = 0, a und y=0, } 
auf. Bei der Transformation z. B. einer partiellen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung gehen da- 
durch in die Rechnung je vier Randwerte in der 
x-Richtung und in der y-Richtung ein. Mithin ist 
ein derartiges Randwertproblem erst dann eindeutig 
gelost, wenn alle acht Randfunktionen explizit be- 
kannt sind. 

Fiir die Ermittlung der acht Randfunktionen, 
wenn wir speziell den Rechnungsgang zur Lésung 
einer «Differentialgleichung zweiter Ordnung_be- 
trachten, sind aus der jeweiligen Aufgabenstellung 
mindestens vier, héchstens aber sechs Randfunk- 
tionen oder Zusammenhange zwischen diesen be- 
kannt, je nachdem F' (x) beziiglich den Mittelachsen 
x = a/2 und y = 6/2 unsymmetrisch oder in einer, 
gegebenenfalls sogar in beiden Richtungen symme- 
trisch bzw. schiefsymmetrisch ist, was bereits aus 
der Art des vorliegenden Problems hervorgeht. Dem- 
entsprechend erhalt man héchstens vier, mindestens 
aber zwei Bestimmungsgleichungen aus der Regu- 
laritatsforderung, welche hier, gemaf dem zwei- 
dimensionalen Charakter der Differentialgleichung, 
im Rechnungsgang zweimal in Erscheinung tritt. 
Prinzipiell treten immer vier Regularitatsbedingun- 
gen auf, jedoch sind, je nachdem der symmetrische 
bzw. schiefsymmetrische Fall in einer oder in beiden 
Richtungen von # und y vorliegt, zwei oder zweimal 
zwei identisch gleich. Es kann also keine Uber- 
bestimmung des Problems auftreten, die Gesamt- 
zahl der Bestimmungsstiicke bleibt immer acht!°. 

Das Schema des Rechnungsganges zeigt Bild 7 
fiir den allgemeinen Fall, daB F(x, y) in bezug auf 
die Lage der Mittelachsen eine unsymmetrische 
Funktion ist. Die vier aus der Aufgabenstellung be- 
kannten Randfunktionen oder Zusammenhange 
zwischen diesen gehen bei der 2?-Transformation 
der Differentialgleichung unmittelbar in die Rech- 
nung ein. An Stelle der zu transformierenden par- 
tiellen Differentialgleichung konnen auch mehrere 


or 
a8 Lg (p P|. = On 
«e 


10 Auch hier bedeutet die Einfiihrung einer aus der Pro- 
blemstellung ersichtlichen Symmetrie von F (x, y) lediglich 
eine Vereinfachung der Rechnung (vgl. Fufnote 6). Zur 
Loésung des Problems sind grundsatzlich je vier Rand- und 
Regularitaétsbedingungen erforderlich, aus denen auch eine 
allfallige Symmetrie automatisch hervorgeht. 
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Part. Diff. Gl., 


4 Randfunktionen Losung Fix,y) des 


oder Beziehungen vorgegebenen 
zwischen diesen Problems 
ve Transformation, Ruck trans - 
Einflhrung der formation 
Randbedingungen 
1.u.2, Regularitats - 
bedingung 
| | Einfuhrung 


3.u.4, Regularitatsbed. in die ursprungl. 


elas ee Bildgleichung 


Randfunktionen, Oberbereich 


Volotateeyiyiy 


Randfunktionen, Bildbereich 


Bild 7. Allgemeines Schema des Rechnungsganges zur Auf- 
l6sung einer linearen partiellen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung mit zwei unabhangigen Variablen 
und konstanten Koeffizienten fiir ein nach Bild 6 
beschranktes Gebiet. 


gekoppelte Gleichungen. vorliegen, wie sie beispiels- 
weise bei Problemen der Elektrodynamik auftreten. 
In solchen Fallen ergeben sich bei der Einfiihrung 
der Randbedingungen vielfach Vorteile, wenn man 
die Simultangleichungen einzeln transformiert und 
dann hieraus die Bildfunktionen der verschiedenen 
Unbekannten ermittelt. 

Eine der wichtigsten Aufgaben ist die Bestim- 
mung der vier unbekannten Randfunktionen. Die 
aus der &2-Transformation der Differentialgleichung 
hervorgehende Bildfunktion hat zunachst die Form 


9 Z > 
Cane: ype eae (34) 


No (Pp, q) ; 
Darin enthalt der Zahler Zo (p, q) die endlichen, ein- 
dimensionalen &-Integrale der vorgegebenen und 
der zu berechnenden Randfunktionen, wahrend der 
Nenner No(p, q) eine rationale Funktion der kom- 
plexen Parameter p und q mit linearen und quadra- 
tischen Gliedern darstellt. Damit nun F(x, y) im 
Existenzbereich durchweg regular bleibt, mu wie- 
derum fiir die Nullstellen des Nenners zugleich der 
Zahler verschwinden. Die Regularitatsforderung be- 
dingt also, daB fiir die beiden Wurzeln p = 71,2 
oder ¢ = q1,2 aus 


No(p, 9g) = 9 (35) 
auch 
Zo(p,1,2) =9 oder Zo(pi,2,9)=9 (36) 
ist, je nachdem aus Gl. (35) 
q,2=91,2(p) oder pi,2=Y1,2(9) (37) 


in Gl. (36) eingefiihrt wird. Daraus erhalt man zwi- 
schen den &-Integralen der Randfunktionen zwei 
Regularitatsbedingungen, so daf§ von den vier un- 
bekannten Bildfunktionen eine eliminiert werden 
kann. 
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Die Auflésung der verbleibenden Gleichung nach 
einer weiteren unbekannten Bildfunktion liefert fiir 
diese generell einen Ausdruck von der Form 


sf Zi (DP, 71,2(P)] 
Ly lG(x)] = Nip, $1,2(P)] 


_ 4alyr,2(), 4 
No[y1,2(9), 0)” 


je nachdem oben aus Gl. (35) der Parameter p oder q 
eliminiert wird, wobei G'(a) bzw. H (y) die dem aus- 
geklammerten &-Integral jeweils zugeordnete Rand- 
funktion an der Stelle y = 0, b bzw. « = 0, a be- 
-deutet. In den Gl. (38) und (39) sind nunmehr Zih- 
ler und Nenner nur noch Funktionen von p oder q. 
Nun miissen die Randfunktionen, insbesondere 
auch G(x) und H (y), langs der zugeordneten Rander 
ebenfalls regular sein, d. h. fiir die Nullstellen ‘des 
Nenners Nj, oder Ne soll ebenso der Zahler Z, oder 
Zz zu Null werden. Es besteht somit die weitere 
Regularitatsforderung, dab fiir 


Ni[p, 91,2(p)] =0 auch Z,[p, ¢1,2(p)] = 9 (40) 
oder fiir 


Nol[y1,2(9),¢] =9 auch Ze[y1,2(q),g] = 9 


(38) 


(39) 


oder Va(H7 (y)] 


(41) 


ist. Dadurch ergeben sich zwei weitere Regularitats- 
bedingungen, so das nunmehr alle Randfunktionen 
im Original- und Bildbereich bestimmt werden k6n- 
nen. Bei deren Ermittlung miissen selbstverstand- 
lich die verschiedenen, in den Ebenen von p und q 
vorgenommenen Rechenoperationen  schrittweise 
wieder riickgangig gemacht werden. 

Auf Grund der Forderungen (40) und (41) nehmen 
die Parameter p, g an den Randern diskrete Werte 
an, welche den Eigenwerten der zugeordneten Rand- 
funktionen entsprechen. Die Herleitung der Regu- 
laritaétsbedingungen kann dabei beliebig nach p oder 
nach q begonnen werden, jedenfalls solange, als 
beide oberen Grenzen a,b der Transformations- 
bereiche im Endlichen legen. Fiir die hervorgehen- 
den Wurzeln von p und q sind in Gl. (36) bzw. (40) 
und (41) aufer den Ausgangsgleichungen zwangs- 
laufig auch die hierzu dualen erfiillt. 

Das restliche Vorgehen zeigt wieder Bild 7. Die 
erhaltenen acht Unterfunktionen der Randwerte 
sind in die urspriingliche Bildgleichung von F (a, y) 
einzusetzen und diese in den Oberbereich zu trans- 
formieren. Die hervorgehende Oberfunktion ent- 
spricht jeweils exakt der Losung des zugrunde ge- 
legten Problems, ohne daB noch spezielle Integra- 
tionskonstanten bestimmt werden miissen. 


Dieser in groben Ziigen fiir eine Differentialglei- 


chung zweiter Ordnung erlaéuterte Rechnungsgang 
wird im einzelnen aus den im Abschnitt 3.2 auf- 
gefiihrten Beispielen noch deutlicher hervorgehen. 
In analoger Weise ist auch die Auflésung der Glei- 
chungen erster, dritter und héherer Ordnung vor- 
zunehmen. Durch die Regularitaétsforderung wird 
in jedem Fall das Auftreten singularer Stellen inner- 
halb des Existenzbereiches von F(x, y) und lings 
der Rander ausgeschlossen, vorausgesetzt, daB die 


A.E.U. Band 15 
[i961], Heft 1 


vorgegebenen Randfunktionen iiberall stetig sind. 
Dabei treten prinzipiell immer so viele Regularitats- 
bedingungen auf, wie die Summe der héchsten Ord- 
nungszahlen der in der Differentialgleichung vor- 
handenen Ableitungen nach x und y betragt. Die 
Zahl der effektiv damit verkniipften Randfunk- 
tionen ist dagegen immer doppelt so groB. 

Nach der gleichen Methode, wie oben fiir die ge- 
wohnliche und die partielle Differentialgleichung 
mit zwei unabhangigen Variablen beschrieben, kén- 
nen im Prinzip auch lineare partielle Differential- 
gleichungen mit drei und mehr Unabhangigen ge- 
lost werden. Allgemein tritt dabei im Rechnungs- 
gang die Regularitétsforderung stets so oft in Er- 
scheinung, wie die zu loésende Differentialgleichung 
unabhangige Variable aufweist. 


3.2. Anwendungsbeisprele 


Aus der Vielzahl der nach der erlauterten Methode 
schon gelésten Probleme sind im folgenden zwei 
charakteristische Beispiele herausgegriffen. 


Beispiel 1 

Die Aufgabe besteht in der Ermittlung der Ein- 
und Austrittsverluste beim magnetogasdynamischen 
Generator. Dieser besteht bekanntlich aus einem 
von ionisiertem Gas durchstr6mten Kanal mit vor- 
zugsweise quadratischem Querschnitt, wobei senk- 
recht zur Stromungsrichtung durch das eine Paar 
der Kanalwande hindurch ein magnetisches Gleich- 
feld angelegt ist und die zur Feldrichtung parallelen 
Wande mit Elektroden versehen sind. Beim Durch- 
fluB des Gases durch das Magnetfeld entsteht nach 
dem Induktionsgesetz von Faraday zwischen den 
Elektroden eine Gleichspannung, deren GréBe der 
Stromungsgeschwindigkeit v des Gases, der Starke H 
des Erregerfeldes und dem Elektrodenabstand 6} 
proportional ist. Im felderregten Raum ist somit 
eine eingepragte Spannung vorhanden, wahrend im 
feldfreien Raum eine solche fehlt. In den Ubergangs- 
zonen treten deshalb im Gaskanal wirbelférmige, 
elektrische Ausgleichsstréme auf (Bild 8), die zu- 
sdtzliche Leistungsverluste zur Folge haben. 


y A elektrisches 
Strdmungsfeld 


Elektrode 


Elektrode ) 


Tsolierwand 


Bild 8. Schematische Darstellung der elektrischen Aus- 
gleichsstromung im Gaskanal des magnetogasdyna- 
mischen Generators in der Ubergangszone vom feld- 
erregten in den feldfreien Raum. 


Das vorliegende Problem ist nach der oben erlau- 
terten Methode zumindest formal exakt lésbar. In 
der Rechnung sind jedoch gewisse Vereinfachungen 
moglich, ohne das Endresultat nennenswert zu be- 


: 
] 
L 
; 
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_ eintrachtigen. Insbesondere ist wegen der kleinen 


elektrischen Leitfahigkeit des Gases die Riickwir- 
kung der Ausgleichsstréme auf das primiire Erreger- 


. feld sehr gering. Die dynamischen Komponenten der 
-Wirbelstr6mung kénnen deshalb in erster Naherung 


vernachlassigt werden. Ferner wird angenommen, 
da8 das primaire Erregerfeld in der x-Richtung exakt 
bis zu den Elektrodenenden existiert und von da an 
Null ist. Das in den beiden Ubergangszonen sich 
ausbildende Strémungsfeld wird damit durch die 
Differentialgleichungen 


dEy oz 
Ox i apes == IO —— (0), (42) 
gh One * 


beschrieben, worin #, und E£, die Komponenten des 
elektrischen Feldvektors bedeuten. Weiterhin wird 
angenommen, da Hy, lings der y-Achse konstant 
ist. Praktisch ist diese Forderung auch weitgehend 
erfiillt, zumal die Erregerfeldstirke im allgemeinen 
in der Kanalmitte etwas gréBer ist als in den Wand- 
zonen. Die zugehérigen Randbedingungen lauten 
demnach, wie der Vergleich mit Bild 8 zeigt, 


Ey|z-0 = Eo = const, (44) 


Ey|y=o = Ey|y=o =0; 


Lq(Lz|c=0) is qd &y(Hz|y=0) (I + ea) — q %q(Ey|2=0) , 


wae S 4), i) se? ts 
> 
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aus denen sich die Unterfunktionen von #,, und Ky 
leicht ermitteln lassen. 

Die &2-Transformation ergibt zunadchst fiir die 
Glieder von Gl. (42): + 


co Db 
aoe (evap oH 
eae | ={ / ean 
0 


0 
= P&,q{#y} — Lq(Ey| «=0) 
und 
0H 
no ar | x 
= 9%, q {Ex} — &p(Ez|y=0) + &p(Ex|y=0) 0%. 
Unter Beriicksichtigung von Gl. (45) geht damit 
Gl. (42) iiber in 
P&p,qEu} — 1%, q{ Bx} = (46) 
= Lq(Hy|2-0) — &p(Ex|y=o) (1 + e7*4). 
In gleicher Weise erhalt man aus Gl. (43) zusammen 
mit Gl. (45): 
P&p,q( Ba} + 1&p,q{Bu} = Lq(Halz=0)- (47) 
Beziiglich der L?-Integrale von H, und Hy sind nun- 
mehr Gl. (46) und (47) zwei gewohnliche algebraische 


Gleichungen mit zwei Unbekannten. Die gegen- 
seitige Substitution ergibt hierfiir 


2 Pp 
pie HE = 
ie 0, bs ratte} sear (48) 
Exz|y=o a Ex\y=o0 , e2 py — gq &q(ELz|2=0) — pt» (Lz|y=0) (1 + e724) + p &¢q(By|2—0) 
c=. Yq By} = Pe . (49) 


Als Bezugsgr6éBe wird die zwischen den Elektroden- 
platten jeweils vorhandene Generator-Klemmen- 
spannung U = b Ep eingefiihrt. 

Gefragt ist zundchst nach den Komponenten Hz 
und #, als Lésung von Gl. (42) und (43) derart, daB 
die fir 2 =—0,o und y=0,b hervorgehenden 
Randwerte in die Gl. (44) und (45) iibergehen. An 
Hand der Feldverteilung kann dann leicht auf die 
Ein- und Austrittsverluste geschlossen werden. 

In der 2-Richtung ist die Feldverteilung unsym- 
metrisch, wobei fiir 2 — co die Komponenten asym- 
ptotisch gegen Null konvergieren. Beziiglich der 
Achse y = 6/2 verhalt sich Lz schiefsymmetrisch, 
E, dagegen symmetrisch. Beiden Komponenten lie- 
gen Differentialgleichungen zweiter Ordnung zu- 
grunde, weshalb zur eindeutigen Lésung des Pro- 
blems insgesamt acht Randfunktionen oder Rand- 
bedingungen vorliegen miissen. Davon sind fiinf so- 
wie eine Bestimmungsgleichung aus der Aufgaben- 
stellung bekannt (Gl. (44) und (45)), so daB auf 
Grund der Regularitatsforderung noch zwei zu be- 
stimmen sind. 

Entsprechend der Halbstreifenform des Existenz- 
bereiches von EH, und #, wahlen wir die Trans- 
formationsbereiche in der x-Richtung von x = 0 
bis « — co und in der y-Richtung von y = 0 bis 
y = b. Die Gl. (42) und (43) werden getrennt trans- 
formiert; sie gehen dabei in zwei algebraische tiber, 


Unter den komplexen Parametern p, ¢ existieren 
nunmehr p- und q-Werte, fiir die p? + q? = 0 ist. 
Anderseits sind aber H, und Hy, im gesamten Gel- 
tungsbereich durchweg regulare Funktionen, d. h. 
sie diirfen dort keine singularen Stellen enthalten. 
Damit diese Forderung auch fiir die Nullstellen des 
Nenners erfillt ist, mu fiir dessen Wurzeln zu- 
gleich der Zahler verschwinden. Man erhalt hier- 
nach z. B. aus Gl. (48) die ersten beiden Regulari- 
tatsbedingungen in der Form 


PX q(ELz|2=0) + ¢ Xp (Ez|y=o0) (1 + 2) — 
— q%q(Ey|x—0) = 9 


fiir p2tgq=o0. 


Daraus folgt weiter 


fiir q=+tip=,2; 
oder eingesetzt 
g (# | x0) +i2 (Ez|2=0) ‘ 2 
eae at Yy\% ve ibp/2 
<p (Ex|y=0) if 2 cos (bp/2) S (50) 


Hierin ist nur die Wurzel q; beriicksichtigt. Die 
zweite Wurzel g2 geht dabei zwangslaufig ein, da 


— 
=> 
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spater nach Real- und Imaginiarteil separiert wird. 
und beide Teile Null gesetzt werden. Diese aus der 
ersten Regularitatsforderung hervorgehenden Be- 
stimmungsgleichungen sind im vorliegenden Fall 
wegen der Symmetrie des Problems beziiglich der 
Mittelachse y = 6/2 (absolut genommen) identisch 
gleich. 

In GI. (50) hat im Nenner auch cos (bp/2) Null- 
stellen. Die zugehdrigen p-Werte ergeben sich aus 
bp/2 = + (2m + 1) x/2 zu 


a Obie Pavone 4 


{OS Se (2m + 1) = = pie; 


Fiir beide Vorzeichen von p muB in GI. (50) wieder- 
um der Zahler verschwinden, wenn Hz|,—9 an die- 
sen Stellen regular bleiben soll. Man erhalt dadurch 
fiir die dritte und vierte Regularitatsbedingung die 
Darstellung ‘ 


La, (Ey|x=0) ats ig, (Lz|2=0) =0 (51) 


: “15 
fiir gi =i1pi,2 = ti(2m rljs (52) 


Setzt man Gl. (52) in GL. (51) ein, so folgt z. B. 
fiir das positive Vorzeichen 


La, (Ey|z=0) -tr ivy, (Lz|2=0) = 


b 
=f ei@m+ Dru By\e-0 dy + 
0 


b 
ae if ei@m+ Druid Ez|z=0 dy. 
0 


Die Aufteilung in Real- und Imaginarteil ergibt 
schlieBlich die beiden, auch fiir das negative Vor- 
zeichen gleich ausfallenden Bedingungsgleichungen 


b 
5 ; T 
{ Byleosin (2m 4 nF y| aS (53) 
F ™ 
= | Ez\e=0 cos| 2m | 1) 5 i dy = 0, 
0 


b 
ai: 
[ Baloo vos|(2m +1) = y|ay | mt 


b 
AG i Ez|,—0 sin [em +1) | dy =0. 
0 


Damit ist der Zusammenhang zwischen H;|,—o 
und Hy|,—9 eindeutig festgelegt. Die Gl. (53) und 
(54) bedeuten nicht etwa eine Uberbestimmung, 
denn hierbei ist zu beachten, da8 sin [(2m + 1)zy/b] 
im Bereich 0 < y < 6 eine gerade Funktion von y 
ist, cos[(2m -+ 1) zy/b] jedoch eine ungerade. Ist nun 
Ey|x—0, wie im vorliegenden Fall, ebenfalls eine ge- 
rade Funktion, so wird Eg\x _9 ungerade sein, so daB 
nur Gl. (53) einen Wert liefert, wahrend die Glieder 
von Gl. (54) identisch Null sind. 

Natiirlich kénnte fiir #,|,~9 auch eine ungerade 
Funktion vorgegeben sein. Dann wiirde nur Gl. (54) 
einen Wert liefern und dafiir Gl. (53) identisch ver- 
schwinden. Ahnliche Verhaltnisse treten auf, wenn 
man an Stelle von #,|,—9 die Randfunktion Ez|z—0 
vorgibt. Jede der hervorgehenden Lésungen wiirde 
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jedoch einer anderen Problemstellung entsprechen, 
als sie hier zur Diskussion steht. 
Nach Gl. (44) hat By|,—-0 die Form 


E OM Ko fiir OS yb: 
vlemo = 0 fiir y>b. 


Damit folgt aus Gl. (53) 


(55) 


2b Eo 


b 
ii Pyle-osin| 2m -+ nzy dys 
i) 
b Ee 
=F [ so] ems 59) eae 


b 
ss f Ez\2=0 cos| 2m 1) =, dy eae 
0 


In GI. (53) liefert also das erste Integral unmittel- 
bar die Fourierkoeffizienten der Entwicklung von 
Ez|,—9-. Diese Funktion ist demnach bestimmt durch 
die Reihe 


D) co 
Es|eno=—~ >, Om cos| 2m 1) =] ; 
m=0 
oder nach Einsetzung des oben berechneten Wertes 
TT 
1 es cos| (2m a zy 


— 
Tw m=0 


Ez\2-0 = (56) 


2m+1 


Ebenso ist, wenn man das Integral von E,|,— als 
Fourierentwicklung dieser Funktion auffaBt, 


2m+1 (57) 
Man kann sich leicht iiberzeugen, daB Gl. (54) bei 
Einfiihrung von Gl. (56) und (57) in der Tat iden- 
tisch verschwindet. 

Zur Gewinnung der Bildfunktionen von H, und 
Hy, miissen nunmehr die verschiedenen, aus den 
Regularitatsbedingungen hervorgegangenen Sub- 
stitutionen schrittweise wieder riickgéngig gemacht 
werden. Zunachst erhalt man durch 2-Umwandlung 
der Gl. (56) und (57) nach y die entsprechenden 
Bildgleichungen zu 


Rq(Hz|2—=0) se (58) 
_4Ho > q(1 + e~%) 
T ma 2 lhe 
(2m +1)\q2 + (2m+12—= 
b2 
TT 
o  —~(1+e%) 
: 4 Hy oO b 
27 (Bye) = . (69) 
TT m=0 4 Tee 
gq? + (2m 4 hag 
Damit folgt aus Gl. (50) fiir g = q, = ip 
&p(Ex|y=0) = (60) 
_ 4B) § 
mi Tt 


Tv m=0 (2m 4 1) p (2m 1) 
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Dabei fallen verschiedene Faktoren, insbesondere 
cos (bp/2) heraus. Nunmehzr sind die Bildgleichungen 
sdmtlicher Randfunktionen bekannt, so daB die @2- 
Integrale von Zz und #, angegeben werden kénnen. 
Die Kinsetzung von Gl. (58), (59) und (60) in die 
Gl. (48) und (49) ergibt hierfiir 
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worin h die Kanalweite in Richtung des Magnet- 
feldes und x die elektrische Leitfahigkeit des Gases 
bedeuten. Die Einsetzung von Gl. (63) und (64) er- 
gibt nach Vornahme der Integration 


San 1 


i we 4 Eo 7 m= (2m + 1)8 
DiQr“1as = (61) wobei der Summenausdruck durch die Rie- 
co l q(1 + ea) mannsche Zeta-Funktion bekannt ist. Man 
x » =H erhalt schlieBlich nach Zusammenfassung des 
m=0 (2m+1)|p+ (2m +1) gq? +(2m+1)2 oe Zahlenfaktors mit bHy = U die einfache 

b be Formel 
‘ 4B P=0,270hxU2. 
Bq By} = — (62) Der namliche Ausdruck liefert mit der gleichen 
= Naherung auch die Verluste auf der Eintrittsseite 
2 ; : (1 + e-22) des Gaskanales. 
x 2, —3> Beispiel 2 

p+ (2m +1) aes t (2m + 1)? b2 Gegeben sei ein von einem magnetischen Wechsel- 


wobei insbesondere der Faktor (p2 + q?) heraus- 
fallt. Da in Gl. (61) und (62) die Unterfunktionen 
nach x und y im Produkt auftreten, kénnen diese 
unmittelbar zuriicktransformiert werden. Man er- 
halt schlieBlich fiir die gesuchten Funktionen die 
Ausdriicke 


4 Eo i) e—2m+1)re/b TAS; 
jie ————— cos |(2m-+ 1) —y| ,(63 
ea a eee (2m + ay (63) 
4 Eo = e—(2m+1)ralb 5 Tv 
a \ s 2m 1)— y| . (64 
By =—* © sae in Om +) Fy] -64) 


Beide Funktionen kénnen unter Benutzung bekann- 
ter Reihenentwicklungen auch geschlossen dar- 
gestellt werden in der Form 


Eo cosh (77 a/b) + cos (zr y/b) 
= 65 
Es x |cosh (x a/b) — cos (x y/b)|’ ce) 
2 Ko sin (77y/b) 
= stan |__| , 66 
Hy ree Be sinh (7 a/b) i$) 
giiltig fiir 
Oe 00, US y =O. 


Man kann leicht verifizieren, da Gl. (65) und (66) 
alle durch die Gl. (44) und (45) ausgedriickten Rand- 
bedingungen exakt erfiillen. Fiir die einzelnen Rand- 
funktionen ergibt sich 


2 Ko Tt ; 
Ez\2=0 Soe in cot sr) ; (67) 
2 Ko TT 
Ez\y=0 = oaritet coth a = — Bz|y=o, 
Hy\g=0 = Lo, Ey|y=0 = Ey|y=0 = 9, (68) 


Hi te Bae = 0). 


Der Vollstaéndigkeit halber sei noch die mit den 
Ausgleichsstrémen verkniipfte Verlustleistung be- 
rechnet. Sie ist bestimmt durch 

co OD 


P—huf | (H? + BY) dy dz, 
0 0 


feld erregtes Raumgebiet, wobei das Feld in der 
«-Richtung in periodischer Folge abwechselnd pola- 
risiert und in der y-Richtung durch lamellierte 
Hisenkerne begrenzt ist (Bild 9). Die auf dem Kern 1 
angeordneten Erregerwicklungen haben langs ihrer 
Polteilung a eine sinusférmige Windungsbelegung 
und im Vergleich zum Kernabstand 6 eine dermaSen 
kleine Wicklungshéhe, da®B die Normalkomponente 
des Feldes an der Spulenoberflache gleich derjenigen 
an der Hisenoberflache gesetzt werden kann. Ferner 
befinde sich im betreffenden Raumgebiet, homogen 
verteilt, ein inkompressibles, elektrisch leitendes 
Medium (leitende Fliissigkeit), durch diinne Schich- 
ten vom Kern 2 und den Erregerspulen ideal iso- 
liert. Gesucht ist die im leitenden Medium sich ein- 
stellende Verteilung der elektrischen und magneti- 
schen Feldkomponenten. 


Der Zusammenhang zwischen den einzelnen Feld- 
komponenten ist bestimmt durch die Maxwellschen 
Gleichungen 

0H ; 
a =jop"Hy, (69) 
0H 
By == jwopH,, (70) 
: =H lia, 71 
es ie ae iar ia ee 
4 
Isolierschicht  Y H=0 Kern 2 


Erreger- 
wicklung 
Zur Berechnung der Feldverteilung in einem durch 
zwei lamellierte Eisenkerne eingeschlossenen, elek- 
trisch leitenden Medium bei Erregung durch ein 
magnetisches Wechselfeld; 


Bild 9. 


magnetisches Feld in der x, y-Richtung, 
® © © elektrisches Feld in der z-Richtung (senk- 
recht zur Zeichnungsebene). 


ee 
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worin H, und H, die Komponenten des magneti- 
schen Feldvektors und #, die elektrische Feldstarke 
in der z-Richtung bezeichnen. Ferner bedeuten = 
fo = 47+ 10-9 H/em die Permeabilitat und x die 
elektrische Leitfaihigkeit des vom Wechselfeld durch- 
setzten Mediums und w die Kreisfrequenz des Hr- 
regerstromes. 

Wegen des groBen Kernabstandes b kann in den 
Hisenkernen yz = oo gesetzt werden. Fiir das Gebiet 
innerhalb einer Polteilung lauten dann die Rand- 
bedingungen (vgl. Bild 9): 


Az\y=0 = Hosin (= x) = anregende GréBe, (72) 


Hely=o =0, Hy|z=0 a Aas iy oes 


13} 
rap ee Pe een Me 


Hierin ist H alge 9 unmittelbar der jeweilige Strom- 
belag der Erregerwicklung, d. h. das an der Stelle x 


GOA See ae a ee Wee > Ca ges hae oe pH . » Ka aren 
font & een cahas ’ iis = Ef : ye ed SS aed a wt EY ts ‘dl 
‘ AS ee er eos By t 4 
, me ALF eed me : 
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genommene Produkt aus Erregerstrom J und Win- 


dungszahl pro Langeneinheit. 

Beziiglich der Achse « = a/2 ist die Feldvertei- 
lung, absolut genommen, symmetrisch, beziiglich 
der Achse y = 6/2 jedoch unsymmetrisch.Insgesamt 
sind fiinf Randbedingungen vorgegeben, so daf aus 
den Regularitétsbedingungen noch drei bestimmt 
werden miissen. 

Entsprechend der Rechteckform des betrachteten 
Gebietes erstreckt sich der Transformationsbereich 
in der z-Richtung von « = 0 bis x = a und in der 
y-Richtung von y = 0 bis y = b. Die Gl. (69) bis 
(71) werden einzeln transformiert; sie gehen dann 
in drei algebraische iiber, aus denen sich die Bild- 
funktionen von H,, Hy, und £, leicht ermitteln 
lassen. 

Die 22-Transformation von Gl. (69) bis (71), die 
hier tibergangen sei, ergibt zusammen mit Gl. (73) 
die Bildgleichungen 


Pe hls =9 Op, gallus, (74) 
Ps {H;} es Lp (Lz|y =o) sie Lp (Lely =) eg — — RO etre, {H,' , (75) 
pee {Hy} — Lq(Hy|e=oytl + e-9?) — ge {Hx} + &p(Aaly=0) = %%, {Ez}. (76) 


Fiir die weitere Rechnung geniigt es, wenn man hieraus explizit lediglich die Unterfunktion von Hz 
ermittelt. Es folgt hierfiir, nach Substitution der L?-Integrale von Hz und H,, der Ausdruck 


A 
q( 2p (Ez|y=0) — &p(Ez|y =o) e-°2] + ie [Wq(Hy|c=0) (1 + e-4) — 2p (Hay =0)] 


Vg He} = 


pe+ g— Az 


» (77) 


worin jwux = A? gesetzt ist (j = e!7/? beziiglich der Zeitachse). 
Unter den komplexen Parametern p und q existieren auch hier p- und q-Werte, fiir die p2 + g2 — A? = 0 
ist. Damit Hz im gesamten Geltungsbereich regular bleibt, muB 


A2 
q{&p (Bz|y =0) — &p (Ezy =n) e-P2] + ae [Lq(Hy|z—0) (1 + e-@?) — &p(Hz|y=0)] = 0 


sein fiir 


pag Ate Oe 


Daraus erhalt man die ersten beiden Regularitatsbedingungen in der Form 


4 
Qn (Hzly =0) raid Az [Lp (ELz|y =o) ra Lp (ELz|y =») e729] 


L¢q(Hy|2=0) = 1 ao eser (78) 
fiir p=tife—A=pipe, (79) 
wobei zu beachten ist, da} 7 = e'”/? die imaginare Einheit beziiglich der p, qg-Ebenen bedeutet, oder ein- 
gesetzt: : 
¢ a aera 
py, (Haly=0) — 9a (Lp, (He|y=0) — Lp, (Lely =v) e-P2] _* De 
@¢(Hyle—0) = - 
(Hyle—0 ————— (80) 
cos 5 Va — 4) : 


Hierin ist nur die Wurzel Pi berticksichtigt ; die zweite Wurzel geht spater bei der N ullsetzung von Real- 
und Imaginarteil wieder zwangslaufig ein. Die ersten beiden Regularitétsbedingungen sind also wegen der 
Feldsymmetrie beziiglich der Achse « = a/2 (absolut genommen) identisch gleich. 


Der Nenner in Gl. (80) hat ebenfalls Nullstellen gemi® der Gleichung (a/2) Vq2 — A2 = + (2+ 1)n/2 


Die zugeordneten g-Werte sind bestimmt durch 


(81) 


ie Oe le 6 ee! 


a 
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—< 


ina 


<- 


} 
1 


Fir beide Vorzeichen muB in Gl. (80) zugleich der Zihler verschwinden, wenn H y|e—o auch an diesen 
Stellen regular bleiben soll. Daraus folgt als dritte und vierte Regularitatsbedingung 
* 
Lp, (Ha|y =0) ae wry [Xp, (Zz|y =0) = Lp, (Lely =o) Cn. i 0), 
‘ (82) 
Lp, (Hz|y = 0) Se AS [Xp, (Ezly = 0) ag Vo, (Ez|y—») eae] = 0. 


Hierin ist Hz|y—9 vorgegeben (Gl. (72)), Hz|y—9 und E,|y=» sind unbekannt; ihre &-Integrale ergeben 
sich unmittelbar aus Gl. (82) durch gegenseitige Substitution und Einsetzen von qi baw. gg aus GI. (81) zu 


A2 coth (b kp) A®ln 
Qo, (Ez|y—0) ae a kn Lp, (Hz|y =o) und Se (Ez|y =») = kn sinh (b kn) Lp, (Holy =o) ? (83), (84) 
worin nach Gl. (79) und (81) noch = py = 7% Vers —A%=1(2n+1) = 
2 
zu setzen ist und [see ie +1) = + At — | 71, 2| 
a a 


bedeutet. Also ist z.B. &p,(Bz|y =o) = [eM Beynode = [ert @mtVatla Bly ode. 


Die Gl. (83) und (84) gehen daher mit H,|,— aus GI. (72) iiber in 


a a 
é 2 h(bk tows 
fertentnest Bilymo ee Tis A? coth (b kn) | et (2n41)rala gin (F-) da = Clyo. (85) 
x lia a 
0 0 
a a 
: Hy A2/x ioe: a pulls 
—i(2n+1)ra2/a ee —i(2n+1)ra/a a3 dz = Ol, _— ; 86 
fe Ez|y—pde ky sinh (6 kn) Je sin(= i ly ee) 


0 0 
worin wiederum Real- und Imaginarteil der beiden Seiten identisch gleich sein mtissen. Die Integration der 
einzelnen Glieder ergibt weiter wegen 


a 
feos |(@n +1) 22] sin(E x) de—0 fiiralle n=O, 
a a 


> f TT oe line el aj2 fire == 0 
[sine = 1) 24 sin{ =) dis Lo fee eo: 
0 


daB in G1. (85) und (86) die Realteile identisch Null sind und iiberdies nur die Wurzel fur n = 0 einen Wert 
liefert 11. Von den verbleibenden Gleichungen stellt die rechte Seite wiederum die Fourierentwicklung der 


linken dar. Also ist generell 


2 
1 a —— 
zly 0 th eee i—0 


e ae Pat “a 
2, Cly=o sin lent ya), Ely => 2 Ol» =» sin [en +n Za] 


und mit den Fourierkoeffizienten aus Gl. (85) und (86) fiir n = 0 


A2 coth(bk) . [x Do Aspe. we. 87 
Ez|y=0 = Ho sf i sin (Za), Eily=> = k sinh (6 k) ae ee 


me 
wobei pa |B + AP tale (88) 


Zur Ermittlung der Unterfunktionen von H,, H, und #, miissen die vars epommency Substitutionen wieder 
riickgdingig gemacht werden. Zunachst ergibt die ¢-Umwandlung der Gl. (87) und (72) 

TT 

A2 coth(bk) a 


2 
n k 3 Tk 


po 


(1 + e-4P) 


(89) 


Lp (Ez\y =0) ae Ho 


11 Das Problem ist mithin nicht nur fiir eine sinusférmige, son 
regungsfunktion exakt lésbar. 


dern fiir jede beliebige, praktisch realisierbare An- 


46 A.KACH: AUFLOSUNG VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN Wee. 
Tv Tw % 
, = (1+e-#) = (1+ e-4) 
Hy A? js 
Carini eee eee fo MESA He tenet : (90), (91) 
k sinh (b k) 72 ome 
Pat PRE i: 


Diese Gleichungen in Gl. (80) eingefiihrt, liefert weiter mit Riicksicht, dab nach Gl. (79) p = pi = 


+iVq2— A? ist, | 
Hor/a qcosh(bk) — ksinh (bk) — q e~%4 (92) 


~ ksinh (bk) q? — k 
Die zu Gl. (92) gehorende Oberfunktion lautet 


Lg (Hy| =o) 


. 


cosh [(b — y) k 


a ksinh(bk) ee 


Nunmehr lassen sich auch die Unterfunktionen der gesuchten Feldkomponenten angeben. Nach Hinsetzen 
der Gl. (89) bis (92) in Gl. (77) erhalt man 
Te 
: aR te 
Hy A2/x qcosh(bk) — ksinh (bk) —qe°4 a ee nics 


Umer 
©, aE} k sinh (b k) gq? — k? Pie et i 


(94) 


a2 


wobei insbesondere der Faktor (p? ++ g2 — A?) herausfallt. Ferner folgt aus GI. (74) und (75) nach Einfiihren 
von Gl. (89), (90) und (94) 


TT 
ea | —ap 
ae Hy) sash bE eccoshth eran tare tae aes 
BE 22) Sasi (b b) q? — k? Toe ue he) 
| a hae 
a- 
5 Hox/a gqcosh(bk) — ksinh (bk) —qe-¢ p(1 + e-4) 
9 H,\= 
Spy} k sinh (bk) gq? — ke m2 (28) 
je 
an 
Die Riicktransformation liefert schlieBlich fiir die einzelnen Komponenten die Funktionen 
cosh [(6 — y)k] . [x sinh [(b — y) k] 7 | 
fi, = isk -$ == si 
z= jo wy — aoe sin |— 2], H, =o Sey sin (= e), (97), (98) 
Tt cosh [(b — y) k] Te 
H,= —H : 
v OES hainh (be) ee ( ie (99) 


giltig firO <% Saund0 <y <b. Zusammen mit Gl. (88) laBt sich leicht zeigen, daB die Gl. (97), (98) 
und (99) die Differentialgleichungen (69) bis (71) sowie die durch (73) vorgegebenen Randbedingungen 
exakt erfiillen. 

Die Entwicklung der Regularitdtsbedingungen kann statt nach p auch nach q begonnen werden. In 
diesem Fall folgt aus Gl. (77) fiir die ersten beiden Bedingungsgleichungen 


Ve 


q[&p (Lely =0) — Bp (Hz|y =v) e-P4] = - [Lp (Ha|y—0) — Sq (Hy|2—=o0) (1 + e-@?)] 


va 


fiir q—= = i Vp2 — A2= 41,9. 


Setzt man die a Werte ein und addiert die beiden Gleichungen, so fallt das &-Integral von Ez\y—0 heraus. 
Die verbleibende Gleichung, nach dem &-Integral von L,|,—, aufgelost, ergibt 


A® [Lq, (Hy|x =o) + La, (Hylx=0)] (1 + €-*?) — 2 Xp (Haly =o) 
: 2 |/p? — A2 sin (b //p? — A?) 


@y (Ez|y=0) = (100) 


In Gl. (100) besitzt der Nenner die Wurzeln 


ee tee 
=, AiG We eae ‘ 
p=t | m 52 Seeb -—Wasl oy. 1) ac" () sl ea eee 


An diesen Stellen muf in GL. (100) wieder der Zahler verschwinden, wenn Ez\y =» dort regular bleiben soll. 
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Aus Gl. (100) folgt damit z. B. fiir 
und 


P=P1 q1,2= +iV/p? — A2= timalb 


als dritte Regularitatsbedingung, welche fiir p = pz zugleich mit der vierten identisch ist, die Beziehung 


[Lq, (A y|x=0) + Lg, (Hy|e=0)] (1 + e- 41) —22,, (Hz|y=0) = 0 


b 
[ Aulexc rey (mF) dy = 
ny 0 


Setzt man ferner auf der rechten Seite fiir H «|y—o GI. (72) ein, so folgt nach Auswertung des Integrales 


b 
i 
J Hele-000s(m Fy) ay — Male a _ mM 
0 a 


oder eingesetzt 


a 
Hz|y oe 2V mnlby + A# 


1 + e-4V (mnjoy? + 42 


(101) 


wobei k durch Gl. (88) bestimmt ist. Die rechte Seite von GI. (101) enthalt unmittelbar die Fourierkoeffizien- 
ten der Funktion von H y| x—o0- Demnach ist 


C 22 
Ay|\z=0 = — ii >» Cm COs [m Fy): 
, m=1 b 
oder mit C,» aus Gl. (101) 
cos [m ue: y) 
T 2x < b 
Hy|z-0 = °abke | oa 2s, Te 
, m= m2 x a ke 


Nach Vornahme der Summation erhalt man schlieBlich fiir Hy|, — 9 exakt wieder den durch Gl. (93) gegebe- 
nen Ausdruck. In analoger Weise findet man auch die iibrigen Komponenten. 

Dieses Beispiel illustriert ebenfalls die Vorziige der erlauterten Losungsmethode, insbesondere der ein- 
fache und durchweg nach den gleichen Regeln vorzunehmende Rechnungsgang. Aus der Problemstellung 
und den vorgegebenen Randbedingungen ergibt sich zwangslaufig die zugeordnete Lésungsfunktion, ohne 
daB irgendwelche Konstanten bestimmt werden miissen. 
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Nach einer einfiihrenden Betrachtung tiber Wellenleiter und Verzweigungen in Mikrowellen- 
netzwerken werden aus den physikalischen Feldern der Wellenleiter die skalaren WellengréBen 
definiert. Die Anzahl der in den Wellenleitern auftretenden Wellentypen ist dabei beliebig. Die 
Kennzeichnung einer Verzweigung mit Vieltyp-Wellenleitern erfolgt mittels einer verallgemeiner- 
ten Streumatrix bzw. Transmissionsmatrix; Generatoren werden durch allgemeine Wellenquellen 
beschrieben. Zwei Beispiele sollen die Berechnung von Vieltyp-Wellenleiterschaltungen ver- 
anschaulichen. ; 

After some introductory remarks on waveguides and junctions in microwave networks, the 
scalar wave parameters are derived from the physical vector field quantities. The number of 
modes appearing in the waveguides is here arbitrary. A multimode waveguide junction is charac- 
terized by a generalized scattering matrix and transmission matrix, respectively. Generators are 
described by generalized equivalent wave sources. Two examples are to demonstrate the cal- 


culation of microwave circuits containing multimode waveguide circuitry. 


1. Einleitung 


Die wellenmaBige Behandlung von linearen Netz- 
werkproblemen ist in jiingerer Zeit in einer Vielzahl 
von Arbeiten untersucht worden. Eine Darstellung 
von 2n-Pol-Schaltungen durch Wellengré8en und 
Wellenmatrizen (Wellendarstellung) erweist sich 
gerade bei Anwendung auf Mikrowellenschaltungen 
als vorteilhaft, da sie eine dem physikalischen Ver- 
halten sinngemaBe und vor allem der MeBtechnik 
angepaBte Schreibweise erlaubt ({1] bis [9]). 

In der Regel wird jedoch nur der einfache — und 
fiir viele praktische Anwendungen auch ausreichen- 
de — Fall betrachtet, daB die Verbindungsleitungen 
des Netzwerkes nur je einen Grundwellentyp fiihren 
(z. B. die TE M-Welle auf einer Koaxialleitung oder 
die Hj9-Welle in einem Rechteckhohlleiter). 

Die fiir die klassische Nieder- und Hochfrequenz- 
technik charakteristischen Schaltungen aus konzen- 
trierten Bauelementen lassen sich bekanntlich da- 
durch einfach beschreiben, daB man die tatsachlich 
vorhandenen physikalischen Felder an den zugang- 
lichen Klemmen der Bauelemente bequem durch 
skalare Zustandsgr6éBen! (z. B. Spannungen und 
Stréme) ersetzen kann. Die Benutzung solcher 
skalaren GroBen erleichtert die Berechnung konzen- 
trierter Schaltungen erheblich, und der Wunsch, 
auch das physikalische Verhalten von Anordnungen 
aus Mikrowellenbauteilen — die wir kurz Mikro- 
wellennetzwerk nennen wollen — durch skalare 
GroBen zu beschreiben, ist verstandlich. 

Die iiblichen Definitionen skalarer Zustands- 
groBen sind aber in der Regel in Mikrowellennetz- 
werken (z. B. in Hohlleitern) unbrauchbar. Auch 
fiir Hohlleiter zweckmaBige Definitionen von Span- 
nung und Strom sind im Schrifttum bekannt ge- 
worden ({10] bis [13]). Daneben findet man andere, 
weniger sinnvolle Definitionen von Spannung und 


1 Auch SystemgréBen genannt. 


Strom, die meist nur fiir die Hy 9-Welle in Rechteck- 
hohlleitern angegeben werden und sich nicht all- 
gemein auf andere Wellentypen erweitern lassen. 

Ks soll daher im folgenden zunachst der Zusam- 
menhang zwischen den vektoriellen Feldgr6Ben eines 
Mikrowellennetzwerkes und den fiir die schaltungs- 
technische Behandlung besonders zweckmaBigen 
skalaren WellengréBen betrachtet werden. Diese 
Betrachtung soll den Fall mehrerer Wellentypen in 
einem Hohlleiter einschlieBen. Hierbei ist insbeson- 
dere die Zulassigkeit einer Beschreibung von Vektor- 
feldern durch skalare Ersatzgr6Ben zu untersuchen. 

AnschlieBend werden die Darstellungsméglich- 
keiten von Mikrowellen-Bauteilen mit Vieltyp- 
Wellenleiteranschliissen durch Wellenmatrizen dis- 
kutiert und EKigenschaftskennzeichnungen durch die 
Streumatrix besprochen. 


2. Vorbemerkung zu dem Begriff 
Mikrowellennetzwerk 


Wir wollen im folgenden unter einem physikali- 
schen Mikrowellennetzwerk eine gegebene Zusam- 
menschaltung von Leitungen (Wellenleitern) und 
leitungsahnlichen Bauteilen verstehen. Die Linear- 
abmessungen der einzelnen Bausteine sind im all- 
gemeinen vergleichbar mit der Wellenlange 4 in 
Luft des betrachteten Frequenzbereiches, die Lan- 
gen der Leitungsstiicke in der Regel gréBer als . 

Um das elektromagnetische Verhalten des ge- 
samten Netzwerkes bzw. einzelner Teile daraus sinn- 
voll beschreiben zu kénnen, teilen wir das gegebene 
physikalische Netzwerk — also den gesamten vom 
elektromagnetischen Feld erfiillten Raum — in ver- 
schiedene Raumbereiche auf, die zwei verschiedenen 
Bereichsarten angehéren: Die spater in Voraus- 
setzung III naher erklarten homogenen Wellen- 
leiter sind Raumbereiche 1. Art. Alle sogenannten 
Verzweigungen (das sind z. B. inhomogene Lei- 
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tungsstrukturen, Hohlraumresonatoren, Richtkopp- 
ler, allgemeine Verbraucher sowie Quellen) betrach- 
ten wir als Raumbereiche 2. Art. Bild 1 soll diese 


Bild 1. Aufteilung eines Mikrowellennetzwerkes in die 
beiden Raumbereiche 
1. Art: homogene Wellenleiter (Wy, We, ...) und 
2. Art: Verzweigungen (V4, VB, ...). 


Aufteilung veranschaulichen. Diese Aufteilung ent- 
spricht einmal den praktisch-technischen Gepflogen- 
heiten, zum andern ist sie in theoretischer Hinsicht 
deswegen sinnvoll, weil die Maxwellschen Gleichun- 
gen im Bereich der homogenen Wellenleiter 
(und bei praktisch verwendeten Querschnitten) ein- 
fache, iiberschaubare Lésungen, namlich die ge- 
fiihrten elektromagnetischen Wellen ganz be- 
stimmter Wellentypen ergeben. Genauer gesagt 
miissen zur exakten Beschreibung des Feldzustandes 
in endlich langen (z. B. durch Verzweigungen be- 
grenzten) Wellenleitern zu den Wellentypen noch 
die sogenannten Dampfungstypen hinzugenommen 
werden. 

In den Verzweigungsstellen hingegen 1laBt 
sich das Feld im allgemeinen nicht berechnen; an- 
dererseits interessieren in der Regel nicht das Feld 
und seine Struktur innerhalb der Verzweigung 
selbst, sondern vielmehr seine Auswirkungen auf die 
Wellen in den angrenzenden Wellenleitern. Diese 
Auswirkung kann z. B. formal durch Wellenverhalt- 


_ nisgréBen (allgemein OperatorgréBen) beschrieben 


und durch sie das elektrische Verhalten der Ver- 
zweigung charakterisiert werden?. Damit wir aber 
die eine Verzweigung kennzeichnenden Operator- 
erdBen definieren kénnen, miissen wir zunachst aus 
den vektoriellen ZustandsgréBen die skalaren Zu- 
standseréBen ermitteln. Das Verhaltnis zweier Zu- 
standsgr6Ben liefert dann eine OperatorgroBe. Die 
Zustandsgr6Ben selbst sind aber sinnvoll nur in den 
Raumbereichen mit bekannten Lésungen, d. h. in 
den Bereichen der homogenen Wellenleiter anzu- 
geben. Somit kénnen wir auch sagen, die Raum- 
bereiche 2. Art sind nur von den Raumbereichen 
1. Art aus definierbar. Die homogenen Wellenleiter 
haben also neben ihrer Aufgabe, Verzweigungen 
physikalisch miteinander zu verbinden, noch die 
Funktion von Definitionsriumen fiir WellengréBen 
bzw. WellenverhaltnisgréBen. 

Das physikalische Verhalten des Netzwerkes soll 
spater durch lineare Gleichungen (bzw. Matrizen) 


2 Dieser summarischen Kennzeichnung entspricht bei 
konzentrierten Bauelementen die Beschreibung z. B. einer 
nicht berechenbaren Spule und ihrem Magnetfeld durch 
eine Operatorgré8e ,,Induktivitat L‘* baw. ,,Blindwider- 
stand j.X“‘ als Verhaltnis von Spannung und Strom an den 
zuganglichen Klemmen. 
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zwischen den WellengréBen beschrieben werden, Wir 
fordern daher allgemein in 


Voraussetzung I: Der gesamte vom elektromagneti- 
schen Feld erfiillte Raum des Mikrowellen- 
netzwerkes darf keine Medien mit nicht- 
linearen oder zeitabhaingigen LEigen- 
schaften enthalten. 


Ferner soll das Verhalten einer Verzweigung ein- 
deutig und ausschlieBlich durch die Angabe der Zu- 
standsgr6Ben in ihren angrenzenden Wellenleitern 
beschreibbar sein. 


Voraussetzung II: Die Verzweigungen miissen 
Raumbereiche mit einer so geschlossenen Be- 
randung sein, daB eine elektromagnetische 
Wechselwirkung zwischen verschiedenen 
Verzweigungen nur tiber die Wellenleiter be- 
steht. 


Das bedeutet praktisch, daB zwar das Feld einer 
Verzweigung in den AuBenraum reichen darf (z. B. 
uber eine Antenne), da8 aber eine oder mehrere an- 
dere Antennen des gleichen Netzwerkes zu der- 
selben Verzweigung gerechnet werden miissen. 

SchlieBlich miissen wir genauer erklaren, welche 
Wellenleiter als Definitionsraume brauchbar, d. h. 
Raumbereiche 1. Art sind. Wir wollen spater das 
elektromagnetische Feld der Wellenleiter nach den 
orthogonalen Eigenlésungen der gestreckt homo- 
genen, verlustfreien und geschlossenen Wellenleiter 
entwickeln, mit anderen Worten, das Feld durch die 
bekannten THM-, TH(H)- und TM(E)-Wellen 
(Wellentypen) beschreiben. Die Beschreibung durch 
diese Typen hat den Vorzug der Hinfachheit, auBer- 
dem approximiert sie die tatsachlichen Felder in den 
technisch meist gebrauchten Wellenleitern am 
besten. 

Da wir in den Wellenleitern des Netzwerkes in 
einem endlichen Frequenzbereich je eine endliche 
Anzahl von Wellentypen zulassen wollen, und wir 
auBerdem diese Wellenleiter spater durch einfache 
Leitungsgleichungen (fiir jeden Typ eine) bzw. 
Diagonalmatrizen (siehe Abschnitt 5) beschreiben 
mochten, miissen wir als wichtigste Eigenschaft von 
ihnen fordern, daB keine Wellentypumwand- 
lungen in ihnen auftreten. Diese Forderung er- 
fiillen aber gerade die oben erwahnten idealen 
Wellenleiter. Wir fassen zusammen in: 


Voraussetzung III: Die als Raumbereich |. Art gel- 
tenden Wellenleiter des Netzwerkes miissen 
gestreckt homogene, verlustfreie und ge- 
schlossene Wellenleiter mit isotropen Medien 
sein. 


Alle inhomogenen, gekriimmten oder geschrank- 
ten Wellenleiter, sowie solche mit anisotropen Me- 
dien sollen zu den allgemeinen Verzweigungen 
gezahlt werden. 

Fiir die in Voraussetzung III zugelassenen Wellen- 
leiter gilt nun folgender 
Satz 1: Jeder allgemeine Feldzustand in einem 

homogenen Wellenleiterbereich — also 
auch das durch die benachbarten Verzwei- 
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gungen hervorgerufene Storfeld — 1iBt sich 
darstellen als Linearkombination aller 
Feldtypen. Die Feldtypen sind die Kigen- 
lésungen eines transversalen Higenwertpro- 
blems (Wellenleiterquerschnitt) und bilden 
ein vollstandiges Orthogonalsystem. Jedem 
Feldtyp ist bei gegebener Wellenleitergeo- 
metrie ein bestimmter Higenwert p bzw. 
eine bestimmte Grenzfrequenz /, zugeord- 
net. Fiir Frequenzen f > fe breitet sich der 
Feldtyp als Welle aus (Wellentyp); fiir 
{< fe nimmt die Amplitude des Feldtyps ex- 
ponentiell in Richtung der Wellenleiterachse 
von einem Anregungszentrum aus ab (Dam p- 
fungstyp) [11], [15]. 


Eine weitere bemerkenswerte Eigenschaft der 
Wellenleiterfelder liBt sich folgendermaBen de- 
finieren: ; 
Satz II: Zur Beschreibung des gesamten Feld- 

zustandes in allen Querschnittsebenen eines 
homogenen Wellenleiters geniigt die Kenntnis 
des elektrischen und magnetischen 
Transversalfeldes in einer einzigen 
Querschnittsebene [11]. 


Damit kénnen wir uns bei der unten abzuleitenden 
Verkniipfung zwischen den skalaren ZustandsgroBen 
und den vektoriellen Feldgro8en auf die transver- 
salen Felder beschranken. 


3. Definition der skalaren Wellengré8en 
aus den vektoriellen Feldgré8en 


Um eine Verzweigung des Netzwerkes mit Hilfe 
von Wellenverhaltnisgr6Ben (allgemein Operator- 
erdBen) zu kennzeichnen, mitissen zunachst die 
WellengréBen (allgemein die ZustandsgréBen) nach 
dem soeben Gesagten in der Umgebung der Ver- 
zweigung, d. h. im Bereich der angrenzenden homo- 
genen Wellenleiter, aus den vektoriellen GroBen 
definiert werden. Wir betrachten dazu das Uber- 
gangsgebiet zwischen einem Wellenleiter und einer 
Verzweigung nach Bild 2a. 

Das elektromagnetische Feld im Bereich des 
homogenen Wellenleiterstiickes 1laéBt sich nach 
Satz II durch die Angabe seines elektrischen und 


Bezugsklemmen 


Wellenleiter mit 
w Wellentypen 


Transversalebene 
{ Bezugsebene ) 


Bild 2. Ubergangszone Verzweigung — Wellenleiter ; 
(a) Skizze der physikalischen Ubergangszone, 
(b) symbolische Ersatzschaltbild-Darstellung. 


Ersatzleitungen flr 
die w Wellentypen 
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magnetischen Transversalfeldes E;, H; in einer be- 
liebigen Transversalebene des Wellenleiters voll- 
stindig beschreiben. Weiter kénnen wir in einem 
endlichen Frequenzbereich f; < f < fg nach Satz I 
dieses Transversalfeld zerlegen in die Summe einer 
endlichen Anzahl w von Wellentypfeldern E;,, Hy, 
und eine unbegrenzte Anzahl von Dampfungstyp- 


feldern E;5, Hts endlicher Summe >: Eis= Ein, 


s eat 
> Ais = Hip 
o> WwW 
Ey = ) Ew + Eww, (la) 
WwW 
y= >» H,, + Mo. (1b) 


y=1 


Die Grenzfrequenzen der Wellentypen (vy = | bis w) 
liegen im Bereich 0 < fe, < fe, die Grenzfrequenzen 
aller Dimpfungstypen im Bereich fos > fe. 

Die Verzweigung — als Storung des homogenen 
Wellenleiters — ist der Anregungsbereich der 
Dampfungstypen, deren Amplitude mithin ex- 
ponentiell mit wachsender Entfernung von der Ver- 
zweigung abfallt. 

In einem ,,geniigend* groBen Abstand der Trans- 
versalebene von der Verzweigung 1aBt sich somit 
das Transversalfeld ,,geniigend** gut durch die 
Felder der Wellentypen allein approximieren. 


(2a) 


(2b) 


Kine solche Transversalebene, fiir die | E;p| bzw. 
| Hip | sehr viel kleiner ist als der kleinste Wert eines 
Wellentypfeldes | E;,|min bzw. | Ht, |min, kann (z. B. 
mit Angabe des Naherungsfehlers) auf dem Wellen- 
leiter definiert werden und soll im folgenden Be- 
zugsebene der Verzweigung auf dem betrachteten 
Wellenleiter genannt werden. 

Es muB an dieser Stelle besonders darauf hin- 
gewiesen werden, dafX die Vernachlissigung der 
Dampfungstypen immer eine Naherung bedeutet, 
und daB diese Naherung bei einer ein- 
mal geometrisch festgelegten Bezugs- 
ebene®? um so schlechter wird, je 
naher die obere Grenze fz des Fre- 
quenzbereiches an die Grenzfrequenz 
fos eines Dimpfungstyps riickt. Ins- 
besondere ist es jedoch véllig unzu- 
lassig, die Bezugsebene an die Trenn- 
stelle zweier verschiedenartiger 
Wellenleiter (z. B. verschiedenen 
Querschnitts) zu legen, da diese 
Inhomogenitatsstelle Dampfungsty- 


3 Der maximale Abstand der Bezugs- 
ebene von einer Verzweigung z. B. V4 ist 
durch den endlichen Abstand dieser Ver- 
zweigung V4 von einer benachbarten V 
in der Praxis begrenzt (vgl. Bild 1). 
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pen anregt, die gerade in der Bezugsebene vernach- 
lassigbar sein sollen. Solche Trennstellen sind als 
Verzweigung zu behandeln. 
Wir fassen diese fiir alle weiteren Definitionen 
notwendigen Einschrankungen zusammen in der 


Voraussetzung IV: Die Bezugsebene einer Verzwei- 
gung (auf einem Wellenleiter) mu in einem 
homogenen Wellenleiterbereich liegen und 
einen so grofen Abstand von der Verzwei- 
gung haben, da die Felder der Dimp- 
fungstypen gegeniiber den Feldern der 
Wellentypen vernachlassigbar sind. 


Wir ordnen nun zur einfachen Identifizierung der 
Wellentypen E;,, Hy, und um ferner die Unabhan- 
gigkeit der einzelnen Typen auch symbolisch zu 
kennzeichnen, jedem Wellentyp je eine Ersatz- 
leitung mit einem Wellenwiderstand Zp, zu. 

Diese symbolischen Ersatzleitungen sind nicht 
untereinander gekoppelt und fiihren nur je einen 
Wellentyp. Als Schaltzeichen soll das iibliche Sym- 
bol der Doppelleitung verwendet werden (Bild 2b). 
Damit erhalten wir eine dem physikalischen 
Bereich ,,Verzweigung mit angrenzendem Wellen- 
leiter“* (ndaherungsweise) aquivalente Ersatzbild- 
darstellung, die entsprechend auf die ganze Ver- 
zweigung bzw. das gesamte Mikrowellennetz, iiber- 
tibertragen werden kann (siehe Abschnitte 4 und 5). 
Der physikalischen Bezugsebene auf einem Wellen- 
leiter entsprechen die Bezugsebenen bzw. Bezugs- 
klemmen vv’ auf den Ersatzleitungen. 

Wir konnen nun die einzelnen Wellentypen ge- 
trennt behandeln, miissen aber noch erklaren, wel- 
che Typen auf einem Wellenleiter als verschieden 
voneinander gelten sollen. Dazu legen wir in die Be- 
zugsebene des betrachteten Wellenleiters ein fest- 
stehendes und mit dem Wellenleiter fest verbun- 
denes orthogonales Rechtskoordinatensystem 2, y, z, 
welches fiir spatere Phasendefinitionen als Bezugs- 
koordinatensystem dient. x, y seien die Trans- 
versalkoordinaten, die positive z-Richtung weise auf 
die Verzweigung zu (siehe Bild 2a). 

Das elektrische und magnetische Gesamttrans- 
versalfeld eines Wellentyps v laBt sich nun weiter 
sinnvoll zerlegen in das Feld zweier rein fortschrei- 
tender Wellen, von denen 


eine auf die Verzweigung zulauft (Ef, Hf’) 

und eine von der Verzweigung ablauft (E?)?, H})). 

Die Zerlegung wird so durchgefiihrt, daB sich das 

Gesamtfeld eines Typs aus folgender Superposition 
ergibt 

Ey, = Ef} + Ety, 

H,, = HP! + Hp? 

Das elektrische Feld der zulaufenden (bzw. der 


ablaufenden) Welle ist mit dem magnetischen Feld 
iiber die Beziehung 


Be Zp, | Hie x (22 2) (4) 


verkniipft. Die Proportionalitatskonstante Zp, ist 
der sogenannte Feldwellenwiderstand des Wel- 


(3a) 
(3b) 
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lentyps v; er ist gleich dem ,,Ersatz‘‘-Wellenwider- 
stand der oben eingefiihrten Ersatzleitung und phy- 
sikalisch durch Gl. (4) definiert. Das Minuszeichen 
in Gl. (4) gilt fiir die ablaufende Welle. 

Die Felder der zu- und ablaufenden Welle eines 
Typs unterscheiden sich in den in Voraussetzung IIL 
zugelassenen Wellenleitern nur durch verschiedene 
Amplituden und Phasen und natiirlich durch ver- 
schiedene Laufrichtungen, nicht aber in ihrer Struk- 
tur, d.h. in ihrer normierten Querschnittsvertei- 
lung 4. Wir kénnen daher die in Gl. (3) durchgefiihrte 
vektorielle Zerlegung auch skalar durchfiihren und 
die der zu- und ablaufenden Welle gemeinsame vek- 
torielle Strukturfunktion ausklammern: 


Ey, = t, (2, y) (Aye)? + B,eifez), (5a) 


A, = ez X t, (x,y) (Arersiey2 =o B, e318 02) | (5b) 


1 
Zr, 

Die Strukturfunktion t,(x, y) bzw. ez x t,(x, y) 
ist eine reelle, nur von den Querschnittskoor- 
dinaten abhangige, transversale Vektorfunk- 
tion und fir die Verteilung des elektrischen bzw. 
magnetischen Transversalfeldes des Wellentyps v 
iiber dem Querschnitt des Wellenleiters verantwort- 
lich. 6, ist das Phasenma8 des Wellentyps v und iiber 
die Kreisfrequenz w mit dem Eigenwert p, des Wel- 
lentyps verkniipft 

B2 = wreu — p2. (6) 
€, w charakterisieren das isotrope, verlustfreie Me- 
dium des Wellenleiters. 

Die Aufteilung der Amplitude des elektrischen 
bzw. magnetischen Feldes auf die vektorielle Struk- 
turfunktion t, und die skalaren komplexen Gro- 
Ben A, und JB, in Gl. (5) ist zunadchst noch beliebig. 
Durch eine zusatzliche zweckmaBige Normierung 
[11] 

f(&-t)d4 =1 


Querschnitt 


(7a) 


wird die Aufteilung betragsmaBig eindeutig. dA ist 
ein Flachenelement des Querschnitts. Da nach 
Gl. (7a) das Vektorfeld die Dimension einer rezi- 
proken Linge bekommt, miissen die GréBen A, und 
B, die Dimension einer Spannung haben. Trotz der 
Normierung bleibt jedoch das Vorzeichen der reel- 
len Funktion t, bzw. die Phase der komplexen 
GroBe A,, B, bis auf + 7 vorerst unbestimmt. 

Nach diesen Uberlegungen greifen wir jetzt noch 
einmal die oben angeschnittene Frage nach der Ver- 
schiedenheit der einzelnen Wellentypen in einem 
Wellenleiter auf und kénnen sie unter Bezugnahme 
auf GI. (5) und die folgende Gl. (7b) folgendermafen 
beantworten: 

Satz III: Wellentypen v auf einem homogenen 
Wellenleiter gelten dann als verschieden 
voneinander, wenn sie durch verschiedene 
Strukturfunktionen t,, also durch ver- 


4 Tn Wellenleitern mit anisotropen Medien unterscheiden 
sich zu- und ablaufende Wellen im allgemeinen auch in 
ihrer Struktur. Deshalb wurden solche Wellenleiter in Vor- 
aussetzung III nicht als Definitionsraume zugelassen. 


~ we 
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schiedene, d.h. linear unabhangige Higen- 
lésungen beschrieben werden miissen. Zwei 
Strukturfunktionen t, und t, gelten dann als 
verschieden (v + 2), wenn sie der Orthogonali- 
tatsbeziehung ’ 

f(t): t)d4 =0 (7b) 

Querschnitt 
gehorchen [11]. 

Damit sind auch die entarteten Falle — also Lé- 
sungen der Higenwertgleichung mit gleichen Kigen- 
werten p,, d. h. gleiche Grenzfrequenzen f., — be- 
riicksichtigt. Als Beispiel erwahnen wir die Ho;- und 
E4,-Welle im runden Hohlleiter, die zwar gleiche 
Grenzfrequenzen, aber verschiedene Feldkonfigura- 
tionen, d. h. Strukturfunktionen, aufweisen. Ebenso 
muB auch z. B. die Hy,-Welle im Rundhohlleiter 
grundsatzlich zweifach gezahlt werden; d. h. es exi- 
stieren zwei verschiedene H,-Wellen mit réumlich 
um 90° gedrehten Polarisationsrichtungen [15]. Sie 
haben beide voneinander verschiedene Struktur- 
funktionen (obwohl sich diese durch raumliche Dre- 
hung ineinander tiberfiihren lassen) und sind beide 
erforderlich, um nach Satz I einen allgemeinen 
Feldzustand durch Linearkombination von Einzel- 
typen darzustellen. 

Wir wollen nun die zu einem Wellentyp yv, der 
durch die Vektorfunktion (3) bzw. (5) beschrieben 
war, zugehorigen skalaren WellengréBen (allgemein 
die skalaren Zustandsgr6Ben) bestimmen. Dazu er- 


weitern wir Gl. (5) mit VZr, und nennen 
+ 


—— =a, = |a,|ei%» die am Ort der Bezugsebene 
\ Zr, (z= 0) auf die Verzweigung 
‘ zulaufende Wellengr6o- 
Be> des Wellentyps v und 


—=b,=|b,|/ei~ die am Ort der Bezugsebene 
VZr» (z = 0) von der Verzweigung 
ablaufende Wellengr6- 
Be des Wellentyps v. 


Damit erhalten wir Gl. (5) in der Form 


E,, = t, Zp, (a, e192 + b, eibr2) , (8a) 


Thi n= Cs t, 


(a, e182 — >, e187), (8b 
zt by el). (8b) 


Durch Kombination mit G1. (3) ergibt sich auBer- 
dem fiir die Teilwellen 


Et! =, VZpy a, ei hv2 ’ 


mM u j ve) 
fA, = ez X t=O, Oge, 
Fy 
E® — t,/Zy,b, ei , 
o l ' (9b) 
Hi; = — ez x t, —=— b, ele, 


Fv 


> Der Verfasser empfiehlt, nicht die Bezeichnung , ,nor- 
mierte WellengréBe“ zu verwenden, da es sich bei den 
GroBen a,, 6, nicht um dimensionslose, sondern nur um be- 
zogene Groen handelt. 
Dimension: [@,] = [b»] = [Leistung]!/2 
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Die von einer zu- bzw. ablaufenden Welle trans- 
portierte Wirkleistung ist auch im Mikrowellen- 
bereich eine meBtechnisch leicht erfaBbare GréBe. 
Diese Messung kann bekanntlich z. B. mit Richt- 
kopplern und thermischen Leistungsmessern (Ther- 
mistoren, Barettern, Kalorimetern) erfolgen. Bei 
Vieltyp-Wellenleitern sind unter Umstanden wellen- 
typselektive Richtkoppler [17] erforderlich. Wir 
wollen daher den Betrag der WellengréBen a, bzw. 
b, mit der Leistung verkniipfen und berechnen dazu 
die auf die Verzweigung ,,zuflieBende“ komplexe 
Leistung des v-ten Wellentyps. 


P,=2[(B,xHt)-dd. (10a) » 
Querschnitt 


Das Flaichenelement dA weist entsprechend Bild 2a 
auf die Verzweigung zu. Hf, ist die zu Hy, konjugiert 
komplexe GroBe. 

Mit den GI. (8a, b) erhalten wir 


ix, _. 5 (ay e—5Bv2 + b, ej Pv) (a; ej Byz aie b; e— 1B v2) 5 
- [t,x (ee X t)]-dA. (10b) 


Querschnitt 
Das Integral iiber die Strukturfunktion wird dabei 
mit Hilfe des Entwicklungssatzes und der Normie- 
rung Gl. (7a) zu eins; somit folgt 
i (10c) 
P, = [at ay — bE, + beat 0} — (b, af e3202)] 


Die letzten beiden Summanden in Gl. (10c) sind 
stets konjugiert komplex zueinander, ihre Differenz 
ist bekanntlich rein imaginér. Wir kénnen also 
schreiben 


P,= 5 at ay — 5 by by + jIm {b, a; e377}, (10d) 
—_—— se a 
Pie ep Dama tee (106) 


Die resultierend durch die Integrationsflache stré- 
mende Wirkleistung — und nur Wirkleistung 
wird mit thermischen Indikatoren gemessen — er- 
gibt sich zu 


1 
Py = Re(P,) = 5 |a|2— 5 [be|®- (108) 
Man erhalt sie also an jeder Stelle z des homogenen 


Wellenleiters als Differenz der von der 


zulaufenden Welle y transportierten Wirkleistung 
1 
Pov = 5 lol? (lla) 


und der von der 


ablaufenden Welle y transportierten Wirkleistung 


Pa = = |by?. (1b) 
Damit sind die Betrige der WellengréBen aus den 
meBbaren Wirkleistungen definiert. 

Die gesamte von allen w Wellentypen eines Wel- 
lenleiters auf die Verzweigung zu transportierte 
Wirkleistung erhalten wir durch einfache Summie- 
rung aller Teilleistungen 
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/ (Fix H*)-d4l = 
Querschnitt 


Pp= 5 Re | 
(12) 


Ww w 
cee ym th Was 
Y slo — > $e. 


= 


Die Berechtigung fiir das Verfahren, zuniichst die 
Leistungen der Einzelwellen zu berechnen und dann 
die Teilleistungen zu summieren, ergibt sich aus der 
Orthogonalitat der Einzelwellen (Gl. (7b)). Trotz 
gleicher Frequenz aller Wellentypen liefert das 
elektrische Feld des Typs » mit dem magnetischen 
Feld des Typs wu iiber den Querschnitt integriert 
keine Leistung und damit keinen Beitrag zum Inte- 
gral in Gl. (12). 

Wir suchen nun noch eine Beziehung zwischen 
den Phasen der skalaren Wellengr6Ben und den 
Phasen der zugehorigen vektoriellen Feldgréfen. 


Um aber die Phasen eindeutig angeben zu kénnen, 


miissen wir fiir die Vektorgr6Ben (raumliche) Be- 
zugsrichtungen bzw. Bezugsstrukturen und 
fiir die skalaren GréBen im Ersatzschaltbild Zah1- 
pfeile festlegen. Wir zeichnen also fiir jeden Wel- 
lentyp entsprechend der tatsachlichen transversalen 
Feldkonfiguration (z. B. des elektrischen Feldes) in 
der Bezugsebene ein Feldlinienbild mit Richtung. 
Dieses Bild soll Bezugsstruktur des Wellentyps 
heiBen; in vielen einfachen Fallen geniigt die An- 
gabe einer ausgezeichneten Feldlinie als Bezugs- 
richtung. Bild 3 zeigt zwei Beispiele. 


x Ay 
> 
y y 
@ 
Ay Ay 
) : 
y ¥y 
© 


Bild 3. Beispiele fiir Bezugsstrukturen bzw. Bezugsrichtun- 
gen von Wellentypen im Rundhohlleiter; 
(a) Bezugsstruktur bzw. Bezugsrichtung fiir eine 
H,;-Welle, Leas 
(b) Bezugsstruktur bzw. Bezugsrichtung fiir eine 
Ho 1-Welle. 


Gleichzeitig definieren wir im Ersatzschaltbild an 
jedem Ersatzklemmenpaar eines’ Typs eine posi- 
tive Zahlpfeilrichtung fiir die skalaren WellengroBen 
von » nach »’ (siche Bild 4). Die punktierten Pfeile 
deuten die Laufrichtung an. 

Aus Gl. (9a) erhalten wir nun z. B. fiir das reelle 
zeitabhangige Transversalfeld der zulaufenden Wel- 
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P PvE 


ZFy b 
Ersatzleitung AT Bei 


Verzweigung 


Bild 4. Zihlpfeile und Laufpfeile der WellengréBen im Er- 
satzschaltbild. 


le durch Multiplikation mit ei?! und Realteilbildung 
Ej} (t) = Re (E* ei) = t,(x, y) VZp, Re (a,e)%") = 
= t,(x, y) /Zry |a,| cos (wt + pay). (13) 


Vereinbaren wir nun, daB die zeitunabhangige 
Strukturfunktion so angegeben wird, daB sie mit der 
Bezugsstruktur parallel deckungsgleich ist, so er- 
reicht das tatsachliche elektrische Transversalfeld 
in der Bezugsrichtung und ebenso die reelle Wellen- 
groBe in Zahlpfeilrichtung den positiven Maximal- 
wert zur Zeit { = — qaq,/w. 

Die GroBe qa, ist die Phase der WellengréBe a, 
und mit der Phase des komplexen elektrischen 
Transversalfeldes Ej der zulaufenden Welle des 
Typs v in der Bezugsebene (z = 0) identisch: 


Par = arc(a,) = are(Ef). (14a) 


Kine analoge Beziehung besteht zwischen der 
Transversalfeldstarke der ablaufenden Welle und 
der zugehorigen WellengréBe 


Po» = are (by) = are (Ef). (14b) 

Da die zu- und die ablaufende Welle eines Typs » 
dieselbe Strukturfunktion haben und die ,,Rich- 
tung‘ der Strukturfunktion schon bei der zulaufen- 
den Welle vereinbart worden war, folgt aus Gl. (5), 
daB der Zahlpfeil fiir die ablaufende WellengréBe b, 
im Ersatzschaltbild ebenfalls positiv von » nach y’ 
zu setzen ist. Die Zahlpfeile fiir a, und 6, sind also 
entsprechend Bild 4 gleichsinnig. 

Dieser Festlegung entspricht dann ein an der Be- 
zugsebene in die Verzweigung hineingesehener (Hin- 
gangs-)Reflexionsfaktor 


rye = By| (15a) 


und ein in den Wellenleiter (Ersatzleitung) hinein- 
gesehener (AbschluB-)Reflexionsfaktor 


Ty = Gy|dy . (15b) 


Diese Reflexionsfaktoren sind identisch mit den 
entsprechenden Proportionalitaétskonstanten zwi- 
schen den elektrischen Transversalfeldstarken der 
zu- bzw. ablaufenden Welle des Typs y in der Be- 
zugsebene 


L ab 
EP? =n E®, Ef =14Ep>. (16a, b) 


Im Rahmen der durch die Vernachlassigung der 
Dampfungstypen bedingten Naherung haben wir 
damit eine vollstandige Aquivalenz zwischen der 
Beschreibung des physikalischen Verhaltens durch 
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vektorielle Feldgréfen und eine Beschreibung durch 

skalare WellengréBen gefunden. Der Vollstandigkeit 

halber erwahnen wir noch eine weitere Gruppe ska- 

larer Zustandser6Ben, die wir durch Summen- oder 

Differenzbildung aus den WellengréBen erhalten. 
Die GréBe 


Uy = Ay + by (17a) 
nennen wir die bezogene Spannung, die Grobe 
ty <a) Ay Te b, (17 b) 


den bezogenen Strom des Wellentyps in der Bezugs- 
ebene (z =0 ). 


4. Beschreibung von n-Toren 
durch Wellenverhiltnisgré68en und Matrizen 


Wir betrachten nun eine allgemeine Verzweigung 
des Netzwerkes mit k angrenzenden Wellenleitern 
und wollen die EKigenschaften dieses Raumbereiches 
beziiglich der & Bezugsebenen durch die soeben de- 
finierten Wellengréfen bzw. ihre dimensionslosen 
Verhaltnisse charakterisieren. 

Auf jedem der zusammen k Wellenleiter W; seien 
geeignete Bezugsebenen und Bezugskoordinaten- 
systeme festgelegt, so daB sich auf den einzelnen 
Wellenleitern die je w; Wellentypen und die zuge- 
horigen 2w; WellengréBen angeben lassen. Wellen- 
typen auf verschiedenen Wellenleitern sollen als ver- 
schieden gelten. Insgesamt mogen fiir eine Verzwei- 
gung in einem betrachteten Frequenzbereich 


k 
i > w; zk 
j=l 
Wellentypen und damit 2 WellengréBen a, und b, 
definiert sein, die fortlaufend numeriert werden 
(u = 1 bis n). Das Ersatzschaltbild der Verzwei- 
gung enthalt dann insgesamt n Ersatzleitungen, die 
sich entsprechend den & Wellenleitern in k Gruppen 
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Wir wollen die Verzweigung, da sie — zwar nur 
iiber & Wellenleiter — aber iiber n Wellentypen zu- 
giinglich ist und daher auch n Ersatzleitungen und 
n Ersatzbezugsklemmenpaare hat, n-Tor nennen®. 
Soll gleichzeitig ausgesagt werden, daf die n Wellen- 
typen auf & Wellenleitern definiert sind, so kann die 
Bezeichnung (k, n-)Tore verwendet werden. 


4.1. Quellenlose n-Tore, Streumatriz und Transmis- 
stonsmatria 


Fiir die Verkniipfung der » Wellentypen bzw. 
2n WellengroBen von quellenlosen n-Toren ergeben 
sich zwei sinnvolle und in der Praxis gebrauchliche 
Moglichkeiten. Die fiir allgemeine und k zweck- 
maBigste Darstellung betrachtet z. B. die zulaufen- 
den Wellen a, als Ursache und fragt nach den ab- 
laufenden Wellen 6, als Wirkung. Auf Grund der in 
Voraussetzung I geforderten Linearitat erhalten wir 
ein lineares Gleichungssystem, das wir symbolisch 
in der Form 


by 811 812% > Sip), > 8in ay 
be $21 S22 82u 82n ag 
ee : : Abs: ps 
Dy Sul Sy2 Suu Sun Oy ( ) 
bn Sni. Sn2.- - Snu - - Snn an 
oder abgekiirzt 
Bie ses (18b) 


schreiben kénnen. S ist die bekannte Matrix der 
Streukoeffizienten und wird Streumatrix (oder Ver- 
teilungsmatrix) genannt ([{1]—[9]). Die einspaltige 
Matrix B bzw. A der ab- bzw. zulaufenden Wellen- 
groBen unterteilen wir entsprechend den & Wellen- 
leitern in k Untermatrizen (Unterspalten) B; bzw. A; 


Ay 
Ho =2 
Gruppe 1 A= A; |, (19a) 
wy=2 . 
Gruppe 3 
w3-3 A, 
Hy 24 Gruppe 2 B, 
Wo=1 < 
Hy 25 
E26 
; B— | B; 
Bild 5. Verzweigung mit k = 3 Wellenleitern und » = 6 Ersatzleitungen = rota | EES 
(Beispiel); (a) physikalischer Aufbau, (b) Ersatzschaltbild. 
B, 


zu je w; Ersatzleitungen zusammenfassen lassen. 

Bild 5 zeigt als Beispiel schematisch eine dreiarmige 

Verzweigung mit sechs méglichen Wellentypen: 

Gruppe 1 (Quadrathohlleiter) mit einmal H19- und 
einmal HH ,-Welle, 

Gruppe 2 (Koaxialleiter) mit einmal 7/#M-Welle. 


Gruppe 3 (Rundhohlleiter) mit zweimal H41- und 
einmal Hp,-Welle. 


von denen jede w; Elemente (WellengréBen) enthalt 


— entsprechend den je w; Wellentypen auf den 
k Wellenleitern. 


_® Fiir Verzweigungen im Mikrowellenbereich sollte die 
Bezeichnung ,,2n-Pole‘‘ ebenso wie die unklare Bezeich- 
nung ,,Mehrpole‘‘ vermieden werden. Der Verfasser emp- 
fiehlt. die kiirzlich zur Diskussion gestellte Bezeichnung 
,.n-Tore“ (fiir die deutsche Sprache) in Anlehnung an den 
englischen Fachausdruck ,,n-port“. 
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Fihren wir die gleiche Unterteilung zeilen- und 
spaltenweise auch in der Streumatrix durch, so er- 
halten wir eine Matrix 


Sige 2 74 5 ys 
S= | Si Si Six (20) 
ey) GS Bary 


der &? Untermatrizen Sj;, von denen jede w;- w; 
Streuelemente enthalt. Die Bedeutung der Unter- 
matrizen $;; wollen wir an Hand des in Bild 5 skiz- 
zierten Beispiels erlautern. Die Gl. (18) lautet fiir die 
dreiarmige Verzweigung mit ihren sechs Wellen- 
typen (3,6-Tor), wenn wir sie durch die Unter- 
matrizen (19) und (20) ausdriicken, 


(2 2,2 2,1) 2,8 2 
BY SH? Sig? Si?) A’) 
BY | =| Sh? sa su ).( 4m 

(8) (3,2 3,1 3,3 ‘ 
B; Sx j SSS d SS5 , AS) 


a5 


6 


Ee 
Me’) 
an 
ISS 
| 
pan 
on 
1% 
faary 
> 


S24 825 a 


Die hochgestellten Kennzahlen der Untermatrizen 
geben die Anzahl der w; Zeilen bzw. w; Spalten an. 
Die Untermatrizen der Hauptdiagonalen Sj; ver- 
kniipfen die w; Wellentypen eines Wellenleiters w; 
untereinander. S$); z. B. beschreibt die Riick- 
wirkung des Wellentyps 1 (bzw. 2) auf sich selbst 
durch den Eigenreflexionsfaktor s;; (bzw. S22), das 
Element s91 (bzw. S12) charakterisiert die Umwand- 
lung des Wellentyps 1 in den Wellentyp 2 (bzw. um- 
gekehrt) des gleichen Wellenleiters. Wir wollen in 
Anlehnung an die Bezeichnung Higenreflexionsfak- 
tor fiir die Hauptdiagonalelemente (z. B. auch bei 
einwelligen (k = n)-Toren) die Untermatrizen der 
Hauptdiagonale Higenreflexionsmatrizen nen- 
nen. Alle Sj; sind quadratische Matrizen, in Sonder- 
fallen Einelementmatrizen, d. h. Skalare, z. B. 


Soo = 833. 


Die iibrigen (k2 — k) Untermatrizen S;; beschrei- 
ben die Ubertragung der k Wellentypgrup pen zwi- 
schen verschiedenen Wellenleitern W; und W;. 
S;; verkniipft die w; zulaufenden Wellen des Wellen- 
leiters W; mit den w; ablaufenden Wellen des Wellen- 
leiters W;, die Matrix charakterisiert also den Uber- 
tragungskanal j7 in der Richtung j — ?. Wir wollen 
diese Untermatrizen daher in Erweiterung der Be- 
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zeichnung Ubertragungsfaktor fiir ihre Elemente 
Ubertragungsmatrizen nennen. Die Siz sind im 
allgemeinen Rechteckmatrizen, in Sonderfallen qua- 
dratische oder einreihige Matrizen, bzw. bei ein- 
welligen (k = n)-Toren die Ubertragungsfaktoren 
selbst, also Hinelementmatrizen. 

In unserem Beispiel verkniipft Sj. die eine zu- 
laufende Wellengré®e a3 der Gruppe 2 (Koaxial- 
leiter) mit den beiden ablaufenden Wellengréfen 6; 
und b der Gruppe 1 (Quadrathohlleiter). ‘ 

Durch Transponieren erhalt man aus Gl. (18) 


Bi = A'-S'. (21) 
Die Spalten B, A bzw. die Unterspalten B;, A; 


gehen dabei in die Zeilen B’, A’ bzw. in Unterzeilen 
tiber. 

Ist die Streumatrix nicht singular, so laBt sich das 
Gleichungssystem (18) umkehren und die zulaufen- 


den Wellen als Funktion der ablaufenden anschrei- 


ben: 
A=V-B, (22a) 
wobei v= Ss (22b) 


die Inverse der Streumatrix ist. 

Die zweite oben angedeutete Moéglichkeit einer 
sinnvollen Verkniipfung der WellengréBen a, b,, be- 
steht darin, ab- und zulaufende Wellen einer Bezugs- 
ebene als Funktion der zu- und ablaufenden Wellen 
einer anderen Bezugsebene anzugeben. Fiir den Fall 
des 2-Tores (Vierpol), also in jedem der beiden 
Wellenleiter nur je einen Wellentyp, ist diese Dar- 
stellungsform bekannt. Die verkniipfende zwei- 
reihige quadratische Matrix wird Transmissions- 
matrix genannt und erweist sich bekanntlich be- 
sonders fiir die Berechnung von Kettenschaltungen 
aus 2-Toren als vorteilhaft. 

Die Beschreibung einer Verzweigung durch die 
Transmissionsmatrix laBt sich jedoch auch fiir den 
Fall n > 2 verallgemeinern, sofern nur 


a) von den insgesamt k& Wellenleitern sich / Wellen- 
leiter (k/2 =1 < k) zu einer (,,Hingangs‘‘-)Ober- 
eruppe | und die restlichen k — / Wellenleiter zu 
einer (,,Ausgangs‘*-)Obergruppe II zusammen- 
fassen lassen und 

die Wellenleiter der Obergruppe I insgesamt 
gleichviel, namlich m Wellentypen fiihren wie 
die der Gruppe IT, d. h. n geradzahlig ist, n = 2m. 


=~ 
j=) 
= 


KLEIN [16] nennt ein solches 2m-Tor einen klem- 
menzahlsymmetrischen Mehrpol und gibt fiir ihn 
in Strom/Spannungs-Schreibweise eine verallge- 
meinerte Kettenmatrix an. 

Die Aufteilung in zwei Obergruppen wollen wir 
wieder an unserem Beispiel Bild 5 demonstrieren. 
Wir fassen den Quadrathohlleiter (Gruppe 1 mit 
zwei Wellentypen) und den Koaxialleiter (Gruppe 2 
mit einem Wellentyp) zu einer Obergruppe I mit der 
Gesamtwellenzahl m= 3 zusammen. Die zweite 
Obergruppe IT bildet der Rundhohlleiter mit seinen 
drei Wellentypen. (Die Bezeichnung Hingangs- bzw. 
Ausgangs-Obergruppe fiir I bzw. I ist natiirlich 
willkiirlich.) Wir kénnen also fiir ein allgemeines 
quellenloses 2m-Tor die Gleichung 


7 
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By =( Fae ee (23a) 
Ay for (Loi Bu 


anschreiben mit 


bi bm-+1 
bg bm+2 
By = » Bur=|- , 
bm bn 
(23 b) 
ay Am+1 
a2, Am+2 
Ay = Aree 
Am an 


Die vier Untermatrizen der in Gl. (23a) definierten 
Transmissionsmatrix 


T= hie Ty, 11 
oa Dit Tae Lil TE 


sind ebenso wie T selbst quadratisch. 

Die Anordnung der Unterspalten By, Ay bzw. 
Aj, By in den Spaltenmatrizen erfolgt in Anleh- 
nung an die iibliche Darstellung beim 2-Tor und 
ist so z. B. besonders fiir die Berechnung von 2m- 
Tor-Ketten zweckmaBig. Kine andere Spaltenanord- 
nung wiirde zu einer anders aufgebauten Transmis- 
sionsmatrix fiihren. Wegen dieser Anordnungsviel- 
falt gibt es daher keine allgemeine Regel fiir die 
Umformung einer T-Matrix in die S-Matrix bzw. 
umgekehrt. Die physikalische Bedeutung der Trans- 
missionsuntermatrizen wie auch ihrer Elemente ist 
unanschaulich und soll nicht weiter diskutiert wer- 
den. 

Die in Gl. (23a) definierte Transmissionsmatrix 
wollen wir noch aus der Streumatrix ableiten und 
teilen dazu Gl. (18a) ebenso wie Gl. (23a) in zwei 
Obergruppen I, IT ein: 


EARS Stu lee (24) 
Bu Sir Sy i Aris Sans 
Durch Umschreiben der beiden Matrizengleichungen 
erhalt man leicht 


Spun — S11 $n Sun | Sr7 Sit 
T= = | , (25a) 


ce | =i 
= Si 1 ST, i Sint 


bzw. umgekehrt 
Ty Ti | Ty 1 — Tn to'n Tyr 
G= ie eae . (25b) 


sail 
Lig Il | 


—1 
ne Ty, IL Try, I 


4.2. Kennzeichnung der Higenschaften quellenloser 
n-Tore durch die Streumatria 


Bei einem allgemeinen linearen und quellenlosen 
n-Tor sind die n2 Elemente bzw. k2 Untermatrizen 
der Streumatrix voneinander unabhangig und ver- 


wala Ale age 4 hs 0 F"\ Deen s wae a! oy Se Vas fel Pee! en A tee 4 fre eet “4 “ 
ib saa AR PRM wht ab Rae Tle. i Sialle AB MacNN 
st 5 ‘ , . ‘ . it > . Pore AR. : META Lay 


fon 
v 
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schieden. In vielen Fallen 1a8t sich jedoch bei prak- 
tischen Wellenleiterverzweigungen (z. B. schon auf 
Grund ihrer Konstruktion) iiber ihre Eigenschaften 
eine allgemeine Aussage machen, auf Grund der die 
Streumatrix eine bestimmte Struktur haben muB, 
d. h. die Anzahl der unabhiangigen Elemente <n? 
wird. Diese Eigenschaftskennzeichnung durch die 
Streumatrix ist fiir ,,einwellige‘‘ n-Tore (bzw. 2n- 
Pole) bekannt [5], [7], [8] und soll hier nur der Voll- 
stindigkeit halber angegeben bzw. fiir (k, n-)Tore 
mit Vieltypwellenleitern erweitert werden. Wir 
mochten zunichst allgemein die Eigenschaften von 
n-Toren in zwei Eigenschaftsklassen einteilen, von 
denen die 


Klasse 1 Eigenschaften umfat, die Ubertra- 
gungs- oder Reflexionssymmetrien des n-Tores 
charakterisieren, und die 


Klasse 2. Eigenschaften enthilt, die die Lei- 
stungsbilanz des n-Tores betreffen. 


Es muB hier betont werden, daB diese beiden 
Klassen voneinander unabhangig sind, d. h. Eigen- 
schaften der einen Klasse schlieBen Eigenschaften 
der anderen Klasse weder ein noch aus. So ist z. B. 
— entgegen einer auch heute leider noch oft ver- 
nehmbaren Meinung — die Eigenschaft ,,Passivi- 
tat‘ (Klasse 2) nicht mit der Eigenschaft ,,Rezipro- 
zitaét* (Klasse 1) identisch; beide Kigenschaften sind 
vollig unabhangig voneinander. 


Klasse 1: Symmetrieeigenschaften 


Ein Ubertragungspfad von der Bezugsebene v zur 
Bezugsebene yw eines n-Tores, der in beiden Rich- 
tungen uw — vy und y — yw die gleichen Ubertragungs- 
eigenschaften hat, wird iibertragungssymmetrisch 
oder reziprok genannt. Die den Pfad kennzeich- 
nenden Ubertragungsfaktoren sind gleich: 


(26a) 


Syu = Spy - 


Ein Ubertragungskanal von der Bezugsebenen- 
gruppe @ zur Gruppe j, der in beiden Richtungen 
i—>j und ji die gleichen Ubertragungseigen- 
schaften hat, wird reziprok genannt. Die den Kanal 
in der Richtung ij kennzeichnende Ubertra- 
gungsmatrix Sj; ist gleich der Transponierten der 
den Kanal in der Richtung j > i kennzeichnenden 
Matrix S;;: 

Sit = Si. (26b) 

Sind saimtliche Ubertragungspfade reziprok und 
damit auch simtliche Kanile, so nennt man das 
gesamte n-Tor reziprok; in diesem Fall ist die Streu- 
matrix symmetrisch: 


S=s'. 


(26c¢) 


Entsprechend heiSt ein Ubertragungspfad, baw. 
ein Ubertragungskanal, bzw. das gesamte n-Tor, 
nichtreziprok, wenn 


Suy = Syn, (27a) 
Sit + Sis, (27b) 
S275. (27c) 


™ 


= 
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Neben dieser allgemein formulierbaren Eigen- 
schaft der Ubertragungssymmetrie kénnen n-Tore 
z. B. auf Grund ihres geometrischen Aufbaus zu- 
sdtzliche Symmetrieeigenschaften haben [5], [8], die 
sich bei praktisch gegebenen Verzweigungen oft 
leicht angeben lassen, hier aber nicht naher unter- 
sucht werden sollen. 


Klasse 2: Leistungseigenschaften 


In Gl. (11) haben wir den Betrag der Wellen- 
groBe a,, (b,) durch die Wirkleistung P24) defi- 
niert, die die zu- (bzw. ab-)laufende Welle eines 
Typs v transportiert. Um fiir das gesamte n-Tor eine 
Aussage beziiglich seiner Leistungseigenschaften 
machen zu k6énnen, miissen wir alle an seinen Be- 
zugsebenen definierten Wellentypen betrachten. 
Die gesamte auf das n-Tor zulaufende Wirk- 
leistung erhalten wir als Summe aller ,,zulaufenden‘‘ 
Einzelleistungen 


n 
1 
Pr= 2, ors 


und analog die gesamte ablaufende Wirkleistung 


n 


>») a.a,=54*A (28a) 


u=1 


n 
1 * 1 , 
gears 2 ls 5 BB. GSD) 


= L= 


Die doppelte Differenz beider ]a8t sich mit Gl. (21) 
in der hermiteschen Form 


2 Pp = A" A— BB = 


(29) 
= A*'[E— $*'S]4= A*'HA 
mit der sogenannten Formmatrix 
H = E — S*’S (30) 


schreiben. E ist die n-reihige Einheitsmatrix. Die 
das n-Tor in seinen Leistungseigenschaften kenn- 
zeichnende Formmatrix Hist notwendig hermitesch, 
da P, fiir beliebige komplexe Werte A reell sein 
muB [14]. 

Das passive, nicht verlustfreie n-Tor ist nun 
dadurch gekennzeichnet, daB unabhangig vom Be- 
triebszustand (also fiir beliebige Werte A) die auf- 
genommene Wirkleistung Py» immer positiv ist und 
nur fiir verschwindende A verschwindet, d. h., daB 
die hermitesche Form Gl. (29) positiv definit ist. 
Dazu ist notwendig und hinreichend, daB die Form- 
matrix 

H=E— S*'S (31a) 
positiv definit’ ist. 

Bei einem verlustfreien -Tor, das definitions- 
gema$ zu den passiven zahlt, mu in jedem Be- 
triebszustand die aufgenommene Leistung Gl. (29) 
verschwinden und damit seine Formmatrix Gl. (31a). 
Daraus folgt, daB 


7 Eine hermitesche Formmatrix, z. B. H, ist dann positiv 
definit, wenn 1a. 
a) simtliche Higenwerte 2; von H reell positiv sind (A; sind 
die Nullstellen des charakteristischen Polynoms 
det[H — AE] = 0), oder Poe fat 
b) samtliche Hauptminoren von H reell positiv sind. 
Beide Bedingungen a) und b) sind fiir sich hinreichend [14]. 


tai ie et Se 9 a i a 
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st = S-1 ; (31 b) 


seine Streumatrix also unitir ist. 

Das allgemeine nicht passive -Tor kann nur 
dadurch charakterisiert werden, daB seine Form- 
matrix H nicht positiv definit ist. 

Gibt jedoch ein n-Tor unabhingig von der Be- 
schaltung (ausgenommen A = 0) immer Leistung 
ab (d.h. Py< 0), so soll es unbedingt aktiv 
heiBen. In diesem Fall ist seine negative Form- 
matrix 


—H=S*S—E (31) 


positiv definit. 
4.3. n-Tor-Quellen 


Verzweigungen, an deren Bezugsebenen selbst 
dann noch ablaufende Wellen existieren, wenn 
samtliche zulaufenden Wellen verschwinden, lassen 
sich offenbar durch Gl. (18) allein nicht mehr be- 
schreiben; wir wollen Verzweigungen mit solchen 


_EKigenschaften allgemein zu den Generatoren zihlen. 


Sind auBerdem die der Generator-Verzweigung 
,entspringenden“‘ Wellen (bzw. Wellentypen) von 
der gleichen Struktur wie die fiir die Verzweigung 
auf den k Wellenleitern definierten zulaufenden 
Wellentypen und iiberdies von diesen unabhingig, 
so lassen sich die insgesamt von der Generatorver- 
zweigung ablaufenden vektoriellen Wellenfelder 
wieder durch eine Linearkombination skalarer 
WellengréBen beschreiben. In Erweiterung der von 
BurTrEeRWECK [1] diskutierten (einwelligen) Ersatz- 
wellenquelle wollen wir eine solche n-wellige, lineare 
Generatorverzweigung n-'Tor-Quelle nennen. Sie 
1aBt sich durch eine der Gl. (18) ahnliche, aber um 
die Spalte der sogenannten Ablauf-Quellwellen bg, 


erweiterte Gleichung beschreiben (32a) 
by 811 $12 -- Sin -- Sin) [41 bai 
bo | * | S21 822 San San ag bq 
bu | | Sut 8x2 Sup Sun Cp ay Dau 
bn Sn1 §n2-- Snu-- Snn an ban 
oder abgekiirzt 
B=S-A+ By. (32b) 


Die (lineare) n-Tor-Quelle wird somit in der Ablauf- 
wellendarstellung durch zwei Angaben gekennzeich- 
net, namlich durch 


(32¢) 
innere (quellenlose) Streuung charakterisiert 
und durch 
die (Ablauf-)Quellwellen-Spalte Bg, die (32d) 
ein MaB fiir die Ergiebigkeit der Quelle ist. 
Gl. (32) geht fiir » = 1 in die in [1] angegebene 
Gl. (8) der Ersatzwellenquelle iiber; der inneren 


Streuung S entspricht bei n = 1 der innere Re- 
flexionsfaktor 7; = $11. 


die Streumatrix S, die die sogenannte 
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Fiir einwellige lineare Generatoren kennt man in 
der Strom/Spannungs- Darstellung zwei aquivalente 
Beschreibungsformen: die Ersatzspannungs- bzw. 
Ersatzstromquelle [1]. Ebenso laBt sich fiir einen 
linearen Generator auch in Wellendarstellung eine 
zweite Beschreibungsform finden, die wir gleich fiir 
den n-welligen Generator anschreiben. Wir lésen 
dazu GI. (32) nach A auf und erhalten mit Gl. (22 b) 
fiir nicht singulares S 


A=S-1B— S-1B;, 
A=VB+ Aq. (33a) 


Der Verfasser stellt fiir den durch Gl. (33) beschrie- 
benen linearen Generator die Bezeichnung n-Tor- 
Quelle in Zulaufwellendarstellung oder n-Tor-Senke 
zur Diskussion 8. Sie ist gekennzeichnet durch 


die inverse Streumatrix V = S-1und = (33b) 
die (Zulauf-)Quellwellen-Spalte 
Ag=—S* By. (33¢) 


Lineare Mikrowellengeneratoren, die ihre Leistung 
tiber mehr als einen Wellentyp (in mehreren oder 
einem Wellenleiter) abgeben, miissen durch Gl. (32) 
oder Gl. (33) beschrieben werden. Als Beispiel sei 
ein Generator mit Rundhohlleiterausgang fiir ein 
Ho1-Ubertragungssystem erwahnt. 

In Sonderfallen kénnen die k Wellenleiteraus- 
gange eines n-welligen Generators entkoppelt sein: 
die Ubertragungsmatrizen S;; (vgl. Gl. (20)) sind 
dann Nullmatrizen. Sind dagegen simtliche Uber- 
tragungsfaktoren s,, gleich Null, so zerfallt der 
Generator in n voneinander unabhangige einwellige 
Ersatzwellenquellen. Ist schlieBlich die gesamte 
Streumatrix Null, so spricht man von einer n- 
welligen entkoppelten Urwellenquelle (oder n ein- 
welligen Urwellenquellen). Fiir die allgemeineren 
EKigenschaften der inneren Streuung des Generators 
und ihre Kennzeichnung durch S gilt das im Ab- 
schnitt 4.2 Gesagte. Die innere Streuung der iib- 
lichen technischen Vieltyp-Generatoren wird passiv 
verlustbehaftet und reziprok sein. Jedoch sind auch 
Generatoren mit z. B. aktiver innerer Streuung 
denkbar. 


5. Zusammenschaltung allgemeiner n-Tore 
tiber Vieltyp-Wellenleiter 


Die einzelnen Verzweigungen des Mikrowellen- 
netzes waren beziiglich ganz bestimmter Bezugs- 
ebenen auf ihren angrenzenden homogenen Wellen- 
leitern definiert worden. Diese homogenen Wellen- 
leiter stellen die Verbindung zwischen benachbarten 
Verzweigungen dar; jeder Wellenleiter ist also selbst 
begrenzt und definiert durch zwei Bezugsebenen, die 
mit den Bezugsebenen der angrenzenden Verzwei- 
gungen identisch sind. 

Wir betrachten nun einen solehen Verbindungs- 
wellenleiter W; mit seinen w; Wellentypen als 
Sonderfall einer allgemeinen Verzweigung und kén- 


8 Hinen Vorteil der Darstellungsform Gl. (33) gegeniiber 
der Darstellung Gl. (32) sieht der Verfasser zur Zeit nicht. 
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nen ihn im Ersatzschaltbild durch ein Biindel von 
w; entkoppelten Ersatzleitungen gleicher Lange / 
aber im allgemeinen verschiedener Phasenmafe be- 
schreiben (Bild 6). Seine 
Streumatrix ist sym- 
metrisch und unitar 
und hat die Form 


By, Lp 


O D | 
Sw; — D O é A 7 
\ Af. | Wir Fw; | 
Die quadratischen Un- = 
a L 


termatrizen sind Dia- 
gonalmatrizen 


D = Diag (e~)?»!) 
(pre leisy) 


Bild 6. Ersatzschaltbild eines 
homogenen Wellenlei- 
ters mit entkoppelten 
Wellentypen. 


Damit haben wir das gesamte Netzwerk in k, n-Tore 
(quellenlose n-Tore und n-Tor-Quellen) zerlegt. 

Will man umgekehrt Mikrowellenverzweigungen 
(k, n-Tore) zu einem Netzwerk zusammenschalten 
und diese Zusammenschaltung aus den KenngroBen 
der Kinzelverzweigungen (z. B. Streumatrix und 
Quellwellenspalten) berechnen, so ist diese Rech- 
nung nur unter folgender Voraussetzung zulassig 
und sinnvoll: 


Voraussetzung V: An den zusammenzuschaltenden 
Bezugsebenen diirfen nur gleichartige Wellen- 
leiterstiicke zusammenstoBen, d.h. Wellen- 
leiter gleichen Querschnitts und gleicher Fiil- 
lung (¢, w), und die fiir die einzelnen Wellen- 
typen in den Bezugsebenen definierten Be- 
zugsrichtungen miussen parallel sein. (Bei anti- 
parallel aufeinanderfallenden Bezugsrichtun- 
gen mu ein entsprechender Vorzeichen- 
wechsel in der Rechnung_beriicksichtigt 
werden.) 


Unter diesen Voraussetzungen kann die physikali- 
sche Zusammenschaltung formal im Ersatzschalt- 
bild berechnet werden. ZweckmaBige Berechnungs- 
verfahren in Wellendarstellung sind kiirzlich im 
Schrifttum bekannt geworden. ABELE [3] und 
SALZMANN [2] geben eine geschlossene Matrizen- 
gleichung fiir die Zusammenschaltung quellenloser 
n-'Tore an. In einer friiheren Arbeit von ScHuon und 
Wotr [5] wird ein Verfahren fiir die Berechnung 
einzelner Elemente der Streumatrix zusammen- 
geschalteter quellenloser n-Tore beschrieben. Eine 
fiir die direkte Berechnung von Wellenverhiiltnis- 
groBen eines zusammengeschalteten Netzes sehr 
elegante Methode bedient sich der sogenannten 
,, signal flow graphs* (z. B. HunTon [4]). 

Die erwaihnten Berechnungsverfahren werden 
zwar nur fiir Netze mit Eintyp-Wellenleitern an- 
gegeben. Da sie jedoch unter Beachtung der Vor- 
aussetzung V auch fiir Vieltyp-Wellenleiternetze 
anwendbar sind, soll auf sie an dieser Stelle nur 
verwiesen werden. 

AbschlieBend soll an zwei einfachen Beispielen 
die Berechnung von Vieltyp-Wellenleiterschaltun- 
gen gezeigt werden. 
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 - Beispiel 1 

Hin linearer Mikrowellengenerator wird mit einer 
linearen passiven Verzweigung zusammengeschal- 
tet. Der Generator besitzt einen Hohlleiterausgang 1 
mit w, Wellentypen, die Verzweigung hat zwei 
Hohlleiteranschliisse 2 und 3 mit we bzw. w 3 Wellen- 
typen. Die Anschliisse der Bezugsebenen 1 und 2 
Selen Zusammenschaltbar im Sinne der Voraus- 


setzung V. Wir kénnen dann die Schaltung durch 
das in Bild 7 skizzierte Ersatzschaltbild darstellen. 


Bezugsebene 


Gruppe 2 
mi W2 
Wellentypen 


Wickes 
Gruppe 1 


mit w4 
Wellentypen 


Ba 
Ae 


—> A> 
sta 


Bild 7. Ersatzschaltbild fiir eine wy -Tor-Quelle und ein quellenfreies z oF 


(wg + wg3)-Tor. 


Fir die w;-Tor-Quelle gilt dann die Gleichung 


Bi = Sq:Ai + By, (A.1) 


und fiir die Verzweigung 


Bo (4° ; Be So3 
= =S§ oe iF S if ae sale . AN i 10) 
(p,) ee eo is,s) PP 


An den zusammenfallenden Bezugsebenen 1 und 2 
sind die ablaufenden Wellen der Gruppe | gleich den 
zulaufenden der Gruppe 2 und umgekehrt: 


Bi =A2, A; = Bo. (A. 3) 


Wir berechnen jetzt die neue, durch die Zusam- 
menschaltung entstehende w3-Tor-Quelle fiir die 
Bezugsebene 3, die durch die Gleichung 


Bs = Sq’ A3 + By (A.4a) 


beschrieben werden soll. Durch Kinsetzen von Gl. 
(A.3) in (A.1) und (A. 2) erhalten wir unter der Be- 
dingung, da8 die Matrix [E — Sq S22] nicht singular 
ist, fiir die neue w3-Tor-Quelle 


Sq = S33 + S32[E — SqS22]t Sq Sea, (A.4b) 
By = S32[E — Sq S22] Bo. (A.4¢) 


Die Eigenschaften der neuen Quelle sind damit 
durch die Kenngré8en Sy, Sq und By ausgedriickt. 
Die Untermatrizen S23 und S32 sind im allgemeinen 
rechteckig. 

Wir betrachten nun die Aufgabe, die gegebene 
nicht entkoppelte w1-Tor-Quelle durch Vorschalten 
der Verzweigung in eine entkoppelte ws-Tor-Ur- 
wellenquelle zu transformieren. Dazu nehmen wir 
an, da die urspriingliche Quelle eine passive aber 


Bezugsebene 


Osim 
Age 
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nicht rein reaktive innere Streuung hat (also 
[E — SQ SQ] positiv definit, aber Sty + Sq! ist) und 
daB ferner die vorgeschaltete Verzweigung verlust- 
frei und reziprok (also Sj = Sy! und Sy = S%) ist. 

Damit die w3-Tor-Quelle eine Urwellenquelle 
wird, muB offenbar Sg: in Gl. (A.4a) eine w3-reihige 
quadratische Nullmatrix werden. Aus Gl. (A.4b) 
folet dann 


S33 + Ss2[E — Sq S22] Sq Seg = OW»), (A.5) 


Die Unitaritatsbedingung fiir die 
Streumatrix Sy der Verzweigung 
3 lautet in ihren Untermatrizen 


22 S29 + S32 S39 = El») , (A.6a) 
23 S23 + $33 .S33 = EW») , (A.6b) 
S59 Seg + S32 S33 = OW») , (A.6c) 


Die GI. (A.5) und (A.6) sind die Be- 
stimmungseleichungen fiir die Unter- 
matrizen von Sy. 

Die Gl. (A.5) wird unter Beriick- 
sichtigung der Gl. (A.6) dann erfiillt, 
wenn (ohne Ableitung) 


Soo = SG, 


Gruppe 3 
mit w3 
Wellentypen 


(A.7) 


d. h. die Higenreflexionsmatrix S22 

gleich der assoziierten der inneren 
Streuung Sg wird. Die Higenreflexionsmatrix Soe 
ist mit Gl. (A.7) vollstandig bestimmt. Der Lésungs- 
weg zur Bestimmung der drei restlichen Unter- 
matrizen von Sy sei hier nur angedeutet. Mit GI. 
(A.7) ergibt sich aus GI. (A.6a) 


S32 S32 = EW») — SgS§ =G. (A.8a) 


Die Untermatrix S32 erhalten wir aus dem Produkt 
G (Gl. (A.8a)) folgendermaBen. G ist eine hermite- 
sche Matrix und kann positiv eigentlich (oder semi-) 
definit sein. Man bestimme ihre reellen nichtnega- 
tiven Eigenwerte 2;(G) = 7? als Nullstellen des 
charakteristischen Polynoms det|G — 7 E] = 0 und 
die zugehorigen unitar normierten Kigenvektoren. 
U sei die Unitarmatrix der Higenvektoren (U*'U 
= E). Mittels der Hauptachsentransformation er- 
halten wir 

U*’GU = Diag (A;) = Diag? (mi) = C2 (A.8b) 
mit der reellen Diagonalmatrix C = C’ der posi- 
tiven Wurzeln der Kigenwerte (ni ae VA) : 

a4 
Aus Gl. (A.8b) folgt 
G=UCUr {UCC UY] UC|UC]|*’ 


S32 — cU*’ a (A.8c) 


und somit 
Auf Grund der angenommenen Reziprozitat der 
Verzweigung erhalten wir 
So3 = S32 
und mit Hilfe der Gl. (A.6b) schlieBlich eine Be- 
stimmungsgleichung fiir S33: 
S33 S33 = EM») — S33 Sos. 


(A.9) 


(A. 10) 


\ 
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Gl. (A.10) ist analog Gl. (A.8a) zu lésen. Man be- 
achte, daB nur die Elemente von S22 durch Gl. (A.7) 
eindeutig bestimmbar sind, fiir die tibrigen Unter- 
matrizen von Sy bestehen — je nach Rang von G — 
noch gewisse Freiheiten fiir die Elemente [14]. 


Beispiel 2 


Durch eine verallgemeinerte Knotenverschie- 
bungsmethode sollen die Streumatrix-Hlemente 
eines verlustfreien und reziproken Wellentypwand- 
lers ermittelt werden. Der Wandler habe einen 
RechteckhohlleiteranschluB 1 (nur Hy9-Welle) und 
einen RundhohlleiteranschluB 2 (Ho1-Welle mit 
Stértypen). An den Ausgang 2 wird ein kurz- 
geschlossener homogener Rundhohlleiter verander- 
barer Lange (KurzschluBschieber) angeschlossen, 
Bild 8; die w3-Wellentypen der Gruppe 3 bzw. 2 
sollen iiber die Kurzschlu8wand nicht verkoppelt 
sein. 


See 


Boe == As 
Ao+— «- 8; 


Bild 8. Zur verallgemeinerten Knotenverschiebungs- 
methode. 


Gesucht wird der Reflexionsfaktor 71% = 61/a, in 
der Bezugsebene 1 in Abhangigkeit der Elemente 
der Streumatrix Sw des zu messenden Wandlers 
und der Lange / der KurzschluBleitung, die durch 
die Gleichung 

Bs = Sx- A3 (B. 1a) 
mit 

Sx = Diag (— e324!) (y = 2 bis ws + 1) (B.1b) 


beschrieben werden kann. Fiir den Wandler gilt 


by ay 3 
ae | one ma, 
fee aie Ea eae 
; 811 Sie / 
mit Sw — Se is und Soi = Sie 5 (B.2b) 


Die Bezugsebenen seien wieder zusammenschaltbar 
mit der Verkniipfung 
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Bz = A3, Az = B3. (B.3) 


Durch Einsetzen von Gl. (B.3) und (B.1) in (B.2) 
und Auflésen nach 6; (a1) erhalten wir, falls 
[Sx 4— S,9] nicht singular ist, . 


rip = 811 + Si2[Sxz1— Se2]1Sig.  (B.4) 


Andererseits liBt sich der Eingangsreflexionsfaktor 
rim bei verschiedenen Lingen J (d. h. verschiedenen 
Sx) meBtechnisch ermitteln. Die Streumatrix- 
elemente kénnen dann z.T. durch Auflésen von 
Gl; (B.4) bestimmt werden, wenn verschiedene 
Werte rig bekannt sind. Die zu ,,entarteten Wellen- 
typen“ gehorigen Streumatrixelemente konnen nach 
diesem Reflexionsverfahren, da die Phasenmafe f, 
sich nicht unterscheiden, nicht ermittelt werden. 
Kuincer beschreibt in [18] ausfiihrlich die Aus- | 
wertung eines solchen MeBverfahrens. 


Zum Schlu8 méchte ich Herrn Prof. Dr.-Ing. 
H. Doérine sowie den Herren Th.-A. ABELE und 
Dr.-Ing. H.-J. Burrerweox fiir viele Anregungen 
herzlich danken. 
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Der GESCHAFTSBEREICH ANLAGEN WEITVERKEHR 
UND KABELTECHNIK 


-entwickelt, plant, liefert und installiert betriebsfertige 


Kabelanlagen 
Richtfunksysteme und Tragerfrequenzgerdte 
in allen Frequenzbereichen 
fiir die Ubertragung von 
Telephonie und Telegraphie, 
Rundfunk- und Fernsehprogrammen, 
Radarbildern und FernmeBwerten 
im Orts-, Bezirks- und Fernverkehr. 


Ergdnzt wird dieses Programm durch 

Fernstever- und FernUberwachungsanlagen, 
Einrichtungen zur Mehrfachausnutzung 

der Orts- und Teilnehmerleitungen 

und Gegensprech- und Wechsellautsprechanlagen. 
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